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Vorwort 



Indem ich die folgenden Studien veröffentliche, glaube 
ich der mathematischen Physik zu nützen. Die ersten vier 
Aufsätze sind die weitere Ausführung von Gedanken, zu 
denen ich die Anregung durch das Studium der Wangerin- 
schen Preisschrift erhalten habe; der fünfte und sechste Auf- 
satz lehnen sich namentlich an den vierten an. Den Herren 
Professoren Dr. E. Lampe, d. Z. Rector der technischen 
Hochschule zu Berlin, und Dr. A. Wangerin an der Uni- 
versität zu Halle sage ich meinen besten Dank für die För- 
derung, die sie der Arbeit haben zu Theil werden lassen. 

Berlin, den 21. August 1892. 

E. Haentzschel. 



Erster Theil. 

AofsteUnng der gewöhnlichen Differentialgleichangen. 

§1. 

Ist ein Körper gegeben, für dessen inneren oder äusseren Raum 
die Potentialgleichung 

stattfindet, so suche man ein System krummliniger Coordinaten von 
der Beschaffenheit, dass die den Körper begrenzende Fläche in einer 
der drei sich rechtwinklig schneidenden Flächenscharen enthalten ist. 
Liegt insbesondere ein Rotationskörper vor und sind t und u die 
krummlinigen Coordinaten zweier orthogonalen Curvenscharen in der 
Meridianebene eines solchen, so wähle man den Winkel ^, welchen 
eine beliebige Meridianebene mit einer festen bildet, als dritte Coor- 
dinate. Die a?- Achse sei Rotationsachse. Alsdann stellen sich die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes, durch t, u und & ausge- 
drückt, folgendermassen dar: 

(2) x = F^(t^u\ y = rcos^, 2J = rsin^, r = F^(t^u). 

Die Bedingung der Orthogonalität ist: 

. dx dx dr dr ^ 

Wird (1) auf die Coordinaten x^ r, d" transformirt, so ergiebt sich: 

d'v d'v 1 dv 1 d'V_ 

^^^ dx' "^ dr' '^ r ör "^ r' d^' ~ 

Entwickelt man die Potentialfunction V in eine trigonometrische 
E.eihe und setzt: 

Ilaentzschel, Roduction der Potentialgleichung. X 



Erster Theil. 



(5) V= ^ Wn, («m sin (m ^) -h 6^ cos (m ^)) , 



m = 



SO genügt W„t der Dififerentialgleichung: 

Mit Poisson*) schreibe man: 
(7) W=-^v, 

so entsteht: 

Durch die Substitutionen: 
(9) a+ir = q = F(t+iu); x — ir z= q^ = F^(t — iu)^ 
wo jP, die conjugirt imaginäre Function zu F ist, geht (8) über in: 

Dabei ist freilich in (9) eine passende Wahl der krummlinigen 
Coordinaten t und u vorausgesetzt, um einen derartigen Zusammen- 
hang mit X und r zu erhalten. Dass ein solcher stets möglich ist, 
hat Herr Wangerin^) gezeigt. 

Nimmt man in (10) {t+iu) bez. (t — iu) zu Unabhängigen, so 
erhält man: 

.... d'v ( , 1\ F'(t-hiu).F[(t-iu) 

^^^i d(t+iu)d(t—iuyv' 4J [F(t+iu)—F,(t-tu)y'^~^' 

Mit Herrn Wangerin knüpfe man an diese Gleichung die Be- 
dingung: 

(12) v = P(2t).Q(2iu), 

so wird: 

K^'i) p Q — V 4J [F(t+iu)- FXt-iu)y 



^) Poisson, Memoire sur rintegration des equations lineaires aux di£Perences 

partielles. Journal de l'Ecole Polytechnique. 19. Heft. Bd. 12. 1823. 

d^V d^V d^V 
^ Wangerin, Ueber die Reduction der Gleichung ^^-r- + —-r- -|- —-— = 

öx' oy^ oz^ 

auf ge wohnliche Differentialgleichungen. Monatsberichte der Egl. Akademie der 

Wissenschaften zu Berlin. 21. Febr. 1878. 
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und man erkennt sofort, dass die Functionen P und Q dann und 
nur dann durch gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
definirt werden, wenn die Gleichung stattfindet: 



(14) 



[F(t->riu)—F^ (t—iu)\ 



Zur Bestimmung von F(f+m) differenzirt Herr Wangerin die 
Gleichung (14) zuerst nach ^, dann nach u und erhält: 



(15) 



F'(t-hiu) F[(t—iu) 



[F(t-{'iu)--F,(t—iu)] 



g [F'\t+iu)-^F[\t-iu)] _Q^ 



[F(t-i-iu)--FXt—iu)]' 

Substituirt man: 

(16) t-\-iu = 5, t — iu = ij, 

differenzirt dreimal nach ? und eliminirt die Differentialquotienten 
von F^(rj), so geht, wenn zur Abkürzung: 

gesetzt wird, die Differentialgleichung hervor: 

d^z F-a)dzr(F"m' IHM.] 7-0 

deren allgemeines Integral lautet: 

(19) Z=12AFQ)FX^)-hl2BF\^). 

Aug (17) folgt daher für die Function F(t+iu) die Bestim- 
mungsgleichung : 

(20) F'\^) = ^F*(94-4BF'(?)-l-6CF^(ö-h4B'F(?)4-^'. 

Dieser Differentialgleichung genügt jede elliptische Function 
zweiten Grades von J. Ihr Integral wird nach den von Herrn Weier- 
str^ss in seinen Vorlesungen gegebenen Formeln dargestellt durch: 

^o a irgend eine Wurzel der Gleichung: 
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(22) i?(^) = Aa!'-i-4Bx'+6Cx'+4B'a-+'A* = 

ist. A^ B^ C, A\ B' und J^ sind willkürliche, durch die Rechnting 
eingeführte Integrationsconstanten. Es werde weiter vorausgesetzt, 
dass die Invarianten 

und 

ff, = ACA'+2BCB'-A'B*-AB"-C* 

der elliptilächen Function p(jC\g^ , g^) reelle Grössen sind. Die Formel (21) 
(21a) F(5) = ^i+ML-Z^ 

lässt für die Coefficieüten o, ß reelle oder complexe Grössen zu. In 
sofern nun jene Coefficienten Functionen einer Wurzel a von (22) 
sind, zu dieser aber stets, wenn sie complex ist, eine conjugirt ima- 
ginäre Wurzel gehört, — es andererseits gleichgiltig ist, welche der 
Wurzeln von (22) zur Reduction des unter dem elliptischen Integral 
auftretenden Radikandus von der vierten auf die dritte Ordnung an- 
gewandt wird, — so folgt als conjugirt imaginäre Form des Inte- 
grals (21a): 

(21b) F^(,)=<+%(^. 

Wir merken noch 24 specielle Formen, welche das Integral von 
(20) annehmen kann, an. Zur einen blasse derselben gehören die 
12 (T-Quotienten, welche als eindeutige, doppelt-periodische Functionen 
zweiter Ordnung der Gleichung genügen: 

(23) [^J = {l-(e^-ex)<p'){l-(e.-e,)g>') 

(24) w = ; , • — ^^ ; , • -^^— ; 

1 1 CxU 



Meu—ex ]/ey—ex ^'^ 

Zu der anderen Klasse gehören die Quadrate jener 12 c- Quo- 
tienten, für welche, wenn (p^ = xp gesetzt wird, die Gleichung statt- 
findet: 
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§2. 
Die Entwickelungen des vorigen Paragraphen sind zum Theil den 
§§ 1 und 2 der Abhandlung des Herrn W angerin in den Monats- 
berichten der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin entnommen; 
die abgekürzte Darstellung derselben in dieser Form habe ich zuerst in 
meiner Dissertation: „üeber die Reduction der Gleichung . 

d'V d'V S'V _ 
da;' "^ dy' "^ dz' ~ 

auf gewöhnliche Differentialgleichungen. Ein Beitrag zur Theorie der 
Lame'schen Functionen zweiter Ordnung. Berlin, Mayer u. Müller, 
1883" gegeben und dort die so viele Vorzüge bietende Theorie der 
elliptischen Functionen des Herrn Weierstrass zu Grunde gelegt. Ich 
knüpfe folgende Bemerkung an eine Stelle der citirten Abhandlung 
an. Herr W angerin schreibt: „Die Gleichungen 

\duj'^\du) ~\dt )~^\dt ) 
und 

da da dr dr 

H — ^^T~^ — = ^ 



dt du dt du 
ergeben als einzige reelle Lösung zwischen x, r, t, u die Beziehung 



£c-^ir = F(t+iu), i = y— 1, 

wobei F eine willkürliche reelle Function ist." 

Hierbei ist übersehen, dass es noch eine zweite Lösung giebt, 
nämlich: 

(9 a) r-\-ix = (p(t-\-iu^^ 

giltig, auch wenn die ^-Achse Rotationsachse bleibt. 

Diese Lösung findet sich in specieller Form auch in der Preis- 
schrift*) des Herrn Wangerin vor, wo derselbe sowohl 

x-{-ir = cosam(^-|-*w) 

als auch r-\-ix = cosam(^-f-*M) setzt. 

Zur Entwickelung der Function (f(t-\-iu) schreibe man (9 a): 

r — ix,= (p^(t — iu\ 



^) Wangerin, Reduction der Potentialgleichung für gewisse Rotationskörper 
auf eine gewöhnliche DiflFerentialgleichung. Preisschriften der Fürstlich Jablo- 
nowski'schen Gesellschaft der Wissenschaften. No. 18. Leipzig 1875, 
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SO ist 

(9ß) a+ir = i(pi(t — tu), 

d. h. es ist 

(9y) F(t+iu) = i(p, (t—iu). 

Wird dies in (20) eingesetzt, so ergiebt sich 

(20') (/)'(?)' = _^g)*(5)_4ßi>»(5)-h6Cy»(?)+4ß'iy(?)- J'. 

Die bei der Transformation auf die Weierstrass'sche Normalform 
sich ergebenden Invarianten sind 

und 

G, = AA'C+2BCB' —A'B'—AB''—C\ 

Setzen wir wieder voraus, die willkürlichen Integrationsconstanten 
A, 5, C, A\ B^ seien so gewählt, dass G^ und G, reell sind, was 
eintritt, wenn dieselben selbst reell oder A und A bez. B und J5' 
conjugirt imaginär sind, so erkennen wir, dass diese zweite Lösung 
von der ersten nicht wesentlich verschieden ist. Die fundamentale 
Function der Lösung (21) ist pQ — ^o\ 92^93)9 diejenige, welche zu 
(20') gehört, ist ^(?— 5ol <?3, G^s)- Dabei ist 

(<^) <^2=92\ <^t=9z' 

Für B == J5 ' = tritt Symmetrie ein, so dass demnach in den zu- 
gehörigen, später noch aufzusuchenden Meridiancurven einfach a und 
r vertauscht werden dürfen, während die ^- Achse Rotationsachse 
bleibt. 

Für B = B' = kann (20) in die specielle Form (23) über- 
geführt werden, mit den Integralen (24), deren eines Zcosam(^-|-*w), 
ein anderes l^am(t+iu) ist. unsere Bemerkung hat uns also die 
theoretische Grundlage, auf welcher die Preisschrift des Herrn Wan- 
ger in aufgebaut ist, voll und ganz erkennen gelehrt. 

Aber wir müssen noch einen weiteren Zusatz machen. Nach 
Herrn Wangerin muss „F eine willkürliche reelle Function" sein; 
das soll doch wohl heissen, die Coefficienten des Integrals (21) müssen 
reell sein. Herr Wangerin hat in der That in seiner Abhandlung 
nur diesen Fall ins Auge gefasst und die zugehörigen Meridiancurven 
im § 3 derselben angegeben, deren Gleichung lautet: 

(a^^-^ry^Aa^(a!'+r')±B'a'±C'r'-hE'a = ±DK 

Lassen wir aber auch das Integral (21a) und das conjugirt imagi- 
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näre (21b) zu, so erhalten wir als Meridiancurve die Gleichung: 

(vergl. Haentzschel, üeber das Cartesische Oval; Grunert's Archiv 
für Mathematik und Physik, Bd. 69, 1883 und Theil II dieser Arbeit), 
also eine wesentliche Erweiterung des von Herrn W angerin gege- 
benen Resultates, da wir auf Rotationskörper achter Ordnung 
geführt werden. Die Trennung der Variabein und die Aufstellung 
der zu («) gehörigen DiiFerentialgleichungen, was also dem Fall von 
4 complexen Wurzeln a entspricht, wird nun im nächsten Para- 
graphen zum ersten Male gegeben werden. 

Gesetzt jedoch, wir hielten daran fest, dass F(t+iu) eine reelle 
Function ist, so könnte nach Herrn Weierstrass der Ausdruck (21) 
doch noch nicht als die allgemeinste Form des Integrals von (20) 
gelten, sondern als solchen leitet Herr Weierstrass ab: 

1F(t+iu) = 
yfi(^y4.'--gr,8-gr3+iJ?X^,)[8-Ai?"(^o)]+Ar^^o)fi^-U) 

wo s = p(t+iu) und Xq eine willkürliche Constante bedeutet, so 
beschaffen, dass F(t+iu) = a^^ für s = oo wird. Ist aa^ reell und 
im besonderen eine Wurzel a von (22): R(a) = 0, so geht (21 o) in 
(21) über; ist a?o complex und im besonderen eine Wurzel von 
R(a) = 0, so geht (21 o) in (21a) oder (21b) über. 

(21o) führt, wie wir später zeigen werden, auf Meridian- 
curven von der sechzehnten Ordnung, denen Rotations- 
körper von der zweiunddreissigsten Ordnung entsprechen. 

Haben wir so die Zahl der Meridiancurven um zwei, die allge- 
meiner sind als die bisher bekannten, vermehrt, so wird die Anwen- 
dung der Transformationstheorie der elliptischen Functionen auf die 
Differentialgleichung (20) uns zeigen, wie man aus den fundamentalen 
Meridiancurven unzählig viele neue erhalten kann. Demnach ist die 
Zahl der Rotationskörper, für welche die Reduction der Poten- 
tialgleichung auf gewöhnliche DiiFerentialgleichungen möglich ist, 
eine unbegrenzte, während nach Herrn Wangerin diese Zahl 
nur eine beschränkte ist, 
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§3. 

Wir sind jetzt imstande an die Aufstellung der gewöhnlichen 
DiiFerentialgleichungen für die Functionen P und Q heranzutreten. 
Dazu mache ich auf die Eigenschaft der linken Seite der Gleichung (14) 
aufmerksam, unverändert zu bleiben, wenn statt F^t-^-iu) gesetzt wird: 

(26) K'+...)= :;tg;f[;t'4 '"•^"•">- 

Es besagt dies, dass die Reduction der Potentialgleichung auf 
gewöhnliche DiiFerentialgleichungen, sobald dieselbe für einen Rota- 
tionskörper überhaupt möglich ist, auch für diejenigen Körper aus- 
führbar ist, deren Meridiancurve aus der des ersten durch die Trans- 
formation: 

(27) x+ir = — ^ — —7-' r-^ , 

Inversion genannt, hervorgeht. 

Die Potentialfunctionen selbst unterscheiden sich nur durch den 

Wert des in (7) auftretenden Factors — t^« 

Im Folgenden unterscheiden wir 3 Fälle, je nach der Art der 
Wurzeln von (22). 

1. Fall. Alle 4 Wurzeln von (22) sind reell. 

Die Coefficienten von (21) sind alsdann reell. Deshalb kann 
man zurückgehen auf: 

F(t-hiu) = p(t-hiu I ^3, ^rj 
und es lautet (14): 



(14a) 



— (m'— i) 



[p(t-hiu)—p(t—iu)]'' 
= K-i)li«(20-M>(2»«)). 

Entnimmt man aus der Weierstrass-Schwarz'schen Formel- 
sammlung die Ausdrücke für p'(t+iu) bez. p'(t — iu), so folgt durch 
Multiplication: 

Der Factor vor der Klammer ist 

= {p(t+iu)—p(t—iu)y. 
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Für den Ausdruck in der Parenthese leitet man aus: 

(29) g>(2t) = - [2p(<)-i (-^)] . 

Demnach geht (14a) über in: 

(30) -(m'-i)\^(2iu)-p(2t)] = (m'-i){ix(2t)-ii,(2iu)\ 

(31) - fi(2t) = p(2ty, fi,(2iu) = p(2iu). 

Aas (13) folgen die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen: 



(32) 



[ ^) 5^T = |(«»'-i)P(2m)-A'}-Q, 



WO A' eine in Beziehung auf t und u constante Grösse ist, welche 
durch die Nebenbedingungen der Aufgabe erst näher bestimmt wird, 
also immerhin variabel sein kann. 

2. Fall. Es sind 2 Wurzeln reell, 2 complex. 

Da es gleichgiltig ist, welche der 4 Wurzeln von (22) man zur 
Reduction des elliptischen Integrals auf die Normalform anwendet, so 
nehme man eine reelle. Dadurch ist dieser Fall auf den vorigen 
zurückgeführt; denn die Coefficienten von (21) sind alsdann reell. 

3. Fall. Alle 4 W^urzeln sind complex. 

Sind «j und a^ zwei conjugirte Wurzeln der Gleichung (22), 
so ist 

p{t-iu)-^R\a,) ' 
daher 



F^(t — iu) = a 



(33)- 



F'{t-Jriu)F[(t—iu) . _ 
[F(t-hiu)—F,(t—iu)Y ~ 

iR'(a,).iR'(a,y(t+iu)p'(t-iu) 



(«-«,>(H-mM«-»w)-K«-i«)[(«-«,)A:Ä"(aJ-iÄ'(«,)])2" 

(< 



-^VÄ'(«JÄ"(«,)-h(VÄ'(«JÄ"(«.) 
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Bezeichnen wir nun, wie Herr Weierstrass es in seinen Vor- 
lesungen gethan, die 3 Grössen ^, , ^, , ^, in irgend einer Reihenfolge 
mit e\ e^\ 0'" und nehmen an, dass für 



bez. 



^ = a,, x-= öj, x-= a^ 



%=e\ 8 = e'\ 8 = e'" 



ist, so wird, wie Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen gezeigt, 



(34) 



«' =i-#^+ÄÄ"(«i) 



«8 — «I 



'" =i#^+AÄ"(«,) 



«,— a, 



e"'=i-^^+^R'Xa,) 



a^ — a, 



und 



(35) 






e' — e ' =-r-{a^ — a,)(a^— «,). 



Nun ist: 



«'(«.-«,) = -iÄ'(«.)+^Ä"(aJ(a,-a,) 
= iÄ'(aJ+^Ä"(«,)(a.-a,) 

und deshalb: 

(«, — aj 
= -^^^^^ ß"(«,)Ä"(«,)-iArÄ'(«.)Ä"(«,)+^Ä'(«JÄ"(a.). 



Demnach erhält man 



F'(t+iu)F[(t—iu) 



(33)1 



, jR'(a,)ß'(a,) ,, . , „ 
tV (^__^j. p'(<+«w)P'(<-m) 
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Da aber 



= (e'— e")(«"'— «'), 



— «>) 



so ist schliesslich 



(33) 



F'(t-hiu)F;(t—iu') 
[F(t+ iu)—F^(t—iu)y 

ie'—e"Xe"'—e')p'(t+iuW(t—iu) 



—e"e'"\ 



\p(t-^iu)p{t — iu) — e'[^(t-\-m)-\-p(t — iu)] — e" 
Mit Rücksicht auf (28) ist 

(e'—e")(^"—e')p'(t+i^)P'(f—i^) 
^(.e'-e")(e"'-e')^^^^[p(2iu)-e'-{p(^2t)-e')\. 

Für den Nenner leitet man durch Rechnung ab: 

\p(t-\-iu)fp(t—iu)—e'[ip(t-\-iu)-{-p(t—iu)\ _(«"4-e'V")) 



(36) 



Daher endlich 



= fB^-(*'(20-.')(K2.-«)-.'). 



(37) 



_^^>_ n F'(t+iu)F[(t-iu) 
^ '^^ [F(t+iu)—FXt—iu)'Y 

= (rn'—¥) /ouN — - — («» — 1) -^^ — 7S-A r^ 

= (m'—i) (i(2t) —(m'—i) fi,(2iu). 



Bedenken wir nun, dass a, irgend eine Wurzel von (22) bedeuten 
kann, so stellt e' irgend eine der Grössen e,, e,, «, dar. Die Func- 
tionen fi(2i) und iJi,,(2iu) können demnach in Beziehung auf die e's 
drei verschiedene Werthe annehmen. Indem wir hieran erinnern, 
schreiben wir mit Rücksicht auf (13) die gesuchten Differentialglei- 
chungen in der Form nieder: 

'^ -{^"^ *^ p(2t)-e, M^' 



(38) 



d(2ty 
d'Q 



d(2tuy V *^ p(2tu) — ex J 



«A = ^'l' *2» *3' 
e^ = 62» «3j «!• 
By = «3, «1, «2' 
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§4. 

Es lässt sich der reciproke Charakter der Functionen fi in den 
Gleichungen (32) und (38) bereits in der Preissch'rift des Herrn 
W angerin nachweisen. 

Herr Wangerin geht aus von: a-^ir = C. cos dLm(t-\-iu) und 

findet für fJi(2t): 

^o^> cos'am^ 1 1 1 (A o>-l-w' A , ci 

K20 = -^-^ — r-xi — t\ d.h. =p\t\—^ — , co' -+-2^3, 

wenn wir dies in die Weierstrass'sche Schreibweise umsetzen. 
Herr Wangerin geht aus von: r-\-ia! = Ccosam(^+^w), d.h. 

a-i-ir = iCco8SLm(t — iu) und findet für fji(2i): 

» 

^o^N sin^am^. A'amO i i 1 
fi(2t) = j — \ d. h. = — j-, -—-, ^^ 

cos'am< J / toH-o) ,\ , ^ 

P [t I — 2 — ' ^ ) "^2^2 

in Weierstrass'schen Zeichen. 
Für 

x-i-ir = CAam(^+*w) ist u(2t) = — ;— = ö — 

^ ^ r-v • sm am^.cos'am^ 

d.h. = pt+2e, + ^"' ~^fi!;~''^ = ^ 1 f ' "'')^-2«i5 
für 

/^A /^ , • \ • ^ /o.N Ä;*sin^am^.cos'am« 

d. h. = t'~^ 4" 

Wie man sieht, führt also die Vertauschung von a und r, oder das 
Vortreten des Factors i = ]/ — 1 auf der rechten Seite der Substitu- 
tionen, die Function fJi(2{) in ihren reciproken Werth multiplicirt 
mit einer Constanten über, und weiter, es tritt die im § 2 abgeleitete 
zweite reelle Lösung zwischen a?, r, ^, u bereits in der Preisschrift 
des Herrn Wangerin auf, und zwar völlig gleichberechtigt mit der 
ersten Lösung, ja sogar das Problem selbst in einem wesentlichen 
Theile ergänzend, sobald man die Jacobi'schen Zeichen anwendet. 

§5. 
Unter den Grenz- und Sonderfällen, welche in (20) enthalten 
sind, haben ausser den in (23) und (25) bemerkten namentlich zwei 
besondere Bedeutung. Das Fundament des Integrals (21) ist die 
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Function p(^ — ^q), welche bekanntlich der Differentialgleichung 
(39) F'C^y = 4F\t)-9,F(^y-9» =4(F(g)-.,)(i?'(5)-«^) (/"(?)-..) 
genügt. Der Fall, dass zwei der Wurzeln e einander gleich sind, soll 
nun näher betrachtet werden. Es sei 

(40) ex — ^M' 
Dann ist 

Durch Ausfähren des Integrals findet man 

(41) F(t-hiu) = ey+Cey—ex) tg' (Ve,.— «a(<+«m)), 
und auch 



(42) F(t-\-iu) = ey+{ey—ex)c\g\Ye~—ex(t+iu)y, 

doch gelten folgende Bestimmungen: 



/ 



sig{'\/ey—ex(t+iu)) 



ey — ex 
und zwar ist ^ = +1, wenn ex>ey^ und e = — 1, wenn ^i<^y, 



/ 



= e ctg(ye„ — ex(t-\riu)) 



By — ex 
und zwar ist e = — 1, wenn ex^ey, und e = +l, wenn ex-<.ey. 

Die zugehörigen Differentialgleichungen (32) lauten: 
J2a) 



f«) -^^ ^ {(m'-iXey-ei)cig'(2t Y^;i^y+(m'-^)ey-h'\P, 

ß) ^1^ = \(m'-iXer-ex)cteX2mY^;=^)+(m'-iyy-h'\ Q. 

Da die ^'s unter Annahme der Bedingung (40) reell sein müssen, so 
kann von den Differentialgleichungen (38) nicht die Rede sein, wenn 
(39) die Function F(^) definirt. Nehmen wir jedoch an, dass die 
Differentialgleichung (20) in ihrer allgemeinsten Form existirt, ausser- 
dem nur complexe Wurzeln hat und bei der Reduction auf die 
Weierstrass'sche Normalform auf eine p-Function führt, für welche 
ex = e^ ist, so können sich (38) auf 

(38 a) 






14 



Erster Theil. 



reduciren, die sofort integrirbar sind. Die Erörterung der übrigen 
Grenzfälle befindet sich im III. Theil. Ein anderer Fall bedarf eben- 
falls noch der Erledigung. 

Für Z = wird Gleichung (18) identisch erfüllt. Alsdann folgt 
aus (17) 



f ^^'"(5) 



(43) 



const. = 4c*; oder 



das Integral dieser Gleichung lautet: 



9 9 



(44) 



F(t+iu) = y-h ^* 



4:C' 



^C(<+««) 



a' 



4c' 



g-i<:(l+iu) 



WO a, ß, Y willkürliche Integrationsconstanten, c' eine reelle, positive 
oder negative Grösse ist. Die zugehörigen Differentialgleichungen (32) 
lauten: 



(32 b) 



«) 



d'P 



ß) 



d(2ty 

d'Q 
d(2iuy 



( 






2c 
(m'-i) 



I 



—h' 



P, 



l(^ 



2ciu ß—2ciu \ 2 



2c 



I 



—h' 



Q. 



Der Fall o = oder jS = ist bemerkenswerth, da alsdann 



(45) 



a 



a) F(t-i-iu) = y+-f^e^<''^^\ oder 

b) F(e4-m) == y4- -A_ ^--2c(W«) 

4c' 



ist. Endlich ist noch der Grenzfall c = zu behandeln. Sei a = ? 
und y+ -^-j- für <? = gleich einer endlichen Grösse d. Es er- 
giebt sich 
(46) F(t+iu) = d+a(t+iu)\ 

welcher Fall identisch ist mit dem, dass in (39): ex = ef^ = ey=0 ist. 
Die Differentialgleichungen lauten: 



(47) 



ß) 



d(2ty l (20 
d'Q 



d(2iuy 



l (2»«)» ^J*^- 
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Resultat. Die Aufgabe, für Rotationskörper die Potentialglei- 

d^V d^V d^V 
chung -^-j- -h -^-j- + -^-j- = auf gewöhnliche DHFerentialglei- 

chungen zu reduciren, führt auf zwei Typen von Gleichungen: 

I) 5" = {(^'-iXP^-'x)-h*\y, 

und 

deren erster in meiner Dissertation eine eingehende Behandlung er- 
fahren hat. Die Meridiancurven jener Körper sind die durch die 
Gleichungen (20) bez. (21) definirten ebenen algebraischen Isother- 
men -Curven, dereix Anzahl um zwei Fundamentalcurven vermehrt 
und mit Hilfe der Transformationstheorie der elliptischen Functionen 
ins unbegrenzte gesteigert werden kann. 



Zweiter Theil. 



AafeteUimg der Gleichungen f&r die Meridlanearreii 

der Rotationskörper. 

§1- 

Als das Fundament der Integralgleichungen (21) des ersten 
Theiles haben wir die W eierst rass'sche j;>-Function erkannt, welche 
in erster Linie im Sinne der conformen Abbildung zu verwerthen ist. 
Es ist dies bereits von mir geschehen in der Abhandlung „üeber das 
Cartesische Oval", Grunert's Archiv, Bd. 69, 1883; ich gebe kurz die 
Resultate an, zu denen ich gelangt bin. Man gehe aus von: 



{a+ir = V = p(t+iu) 
X — ir z= w = p(t — tu), 

{v-\-w = p(t-i-iu)-{-p(t — tu) 
V.W = 



(1) 

so ist 

(2) 

^ "^ l V.W = p(t-i'iu),p(t — iu). 

unter Anwendung des Additionstheorems der elliptischen Functionen 
lässt sich (2) auf die Form bringen: 

^ 2(ptptU'-y^XPi+P^^)—9z 

(jpt—piuy ' 

(pt—piuy ' 



(3) 



v+w 



V.W 



oder 



(4) 



p^t(vw — p^iu 



iu) — 2j?nv 



wpiu+\g^fpiti 



9\ _ 



9 z \ 

2 ; 



= 0, 



'\'vwp'%u—g^p%u- 

p'^(t>+«? — 2piu)—2pt{^+w)piU'\-p^iu — \g^ 
'\'(v'{'W)pHu-hig^piu-\-g^ =0. 
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Die Elimination von g>t ergiebt: 



(5) 



3 3 
VW 



_4t,«,(gJ— |-) +(v+w){^ Q.+g.'j = 0, 



(6) Ci = P(2»w), 

oder auf rechtwinklige Coordinaten bezogen l 



(7) 



-4(a,'-hr')(ef— |-)+2;r(-|-ft+sr.) = 0. 



8 ; ■ V 2 

Da nun die rechten Seiten von (3) symmetrische Functionen von pt 
und piu sind, so ergiebt sich die Gleichung der orthogonalen Carven- 
schar in der Gestalt: 



(8) 



'Y 



= 0, 



(9) Q = p(2t). 

Die Functionen q und ß, sind, da pu eine gerade Function von u ist, 
reelle Grössen. Die durch (7) und (8) dargestellten Curven haben 
neun Brennpunkte. Davon sind drei reell, während die übrigen sechs 
imaginär sind. Nach Siebeck (Crelle's Journal, Bd. 57 und 59, 
1860 u. 1861) werden die reellen Brennpunkte bestimmt durch: 

dpu 
(10) j ""AT 

.d. h. 4p'w— jTjpM— gr, = 4:(pu—eJ{gni—e^Xgm—e^) = 0. 

Die drei Punkte mit den Kreiscoordinaten e^^ e^, e^ sind also die Brenn- 
punkte. Hierbei sind jedoch zwei Fälle zu unterscheiden, je nach- 
dem die Discriminante der |?-Function positiv oder negativ ist. 

a) S^;-275rJ>0. 

Es sind ^,, ^j, e^ reelle Grössen, d. h. die drei reellen Brennpunkte 
liegen auf der a?- Achse; ihre Abscissen sind beziehlich gleich e^^e^^e^. 
Die hierdurch definirten Curven sind Cartesische Ovale im enge- 
ren Sinn. 

b) S^; - 275^1 <0. 

Hmentzschel, Rednction der Potentialgleichung. 2 
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Es seien e^ und e^ die beiden conjugirt imaginären Wurzeln von C^O); 
e^ aber die reelle Wurzel. Der eine Brennpunkt liegt auf der ^-Achse 
und hat die Abscisse 0,; die beiden andern befinden sich auf einer 
Senkrechten zur a?-Achse und zwar gleich weit von dieser entfernt. 
Die Curven sind Cartesische Ovale im weiteren Sinne. 

Bezeichnet man mit X den Parameter der beiden Curvenscharen 
(7) und (8), so dass 

(11) X = Q = p(2t) oder X = Q^ = p(2iu) 

ist, so kann man die Gleichurfgen (7) und (8) in eine einzige zu- 
sammenfassen, der man die Gestalt geben kann: 

(12) [(^_A)'+r'-i (er— |-)]* = (U'-ff,l-g,X2a,-hX). 

In dieser Form hat Cayley die Cartesische Curve studirt (vergl. Sal- 
mon-Fiedler, Höhere ebene Curven. Leipzig 1873, S. 311 — 312). 
Man erkennt sofort, dass für 

(13) ^ = ^1, «3, ^, 

das Oval in die doppelt zu zählenden Kreise zerfallt: 

«j = (^'-i-r' — 2^1 d? — W+^a^a)) == 0, bez. 
«, = (äj* -I- r ' — 2ö, « — (el+ e^ e^ )) = 0, bez. 
1 8, = (^»+r»~2.3^-(.J+^, .,)). = 0, 

deren Mittelpunkte die drei Brennpunkte e^^ 0,, ^, sind. Für die Mög- 
lichkeit a) sind sämmtliche drei Kreise reell, für b) nur der um e^ 
zu beschreibende^). Diese Kreise schneiden einander orthogonal; ihre 
Radien sind bestimmt durch: 

r\ = 2e\-i-e,e, = — (^^_^J(e,_^,) 

rl = 2^J-h^,^, = —(e.'^e.X^—e,) 

[rl = 2e\-he,e, = — (03— öj(^, — ^,). 

Mit Rücksicht auf einige a. a. 0. angegebene Identitäten kann man 
(12) auch die Gestalt geben: 



(14) 



(15) 






>) Man vergl. Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Func- 
tionen. Nach Vorlesungen von Weierstrass herausgegeben von H. A. Schwarz 
1883. S. 74; und Holzmüller, Einführung in die Theorie der isogonalen Ver- 
wandtschaften, Leipzig 1882. S. 87ff. 
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Diese Darstellung kann als eine Zusammenziehung der Darboux'schen 
gelten. Denn den Darboux'schen pentasphärischen Coordinaten im 
Räume entsprechen tetracyclische in der Ebene*). Eine orthogonale 
Schar von bicircularen Curven stellt sich durch die Vierkreis-Coordi- 
naten des Herrn Darboux ausgedrückt dar als 

(^)* {?T ' m {ff 

(17) J^IlI — |_A!W — , — lliL^^ '^4^ ^0 
mit der Nebenbedingung: 

Durch die Substitution: 



(19)- '* = ««+-A-^Ä"(aJ' 

wo 

R(x) = A{x—a^)(x—a^)(x—a^Xx—a^) 

ist, geht (17) in (16) über, wenn gesetzt wird: 

(20) ^» = i-(f^-^Ä^"W 

Bei Herrn Darboux sind a^, «j, «g, a^,. also auch e^^ e^y e^ reell, 
während hier gezeigt ist, dass conjugirt imaginäre Werthe von e^ und 
^3 und reelles e^ — was dem Eall b) entspricht — ebenfalls einen 
Sinn haben, denn die Coefficienten von (12) sind auch bei dieser 
Möglichkeit reell. Für ex = e^u tritt der einfach periodische Grenzfall 
ein; die linke Seite von (16) versagt den Dienst und man betrachte 
Gleichung (12); die betreffenden Cartesischen Ovale — Pascal'sche 
Schneckenlinien — sind von Herrn Karl Baer seiner Abhandlung: 
„Die Vertheilung der Elektricität auf der Fusspunktfläche einer Kugel" 
zu Grunde gelegt. Für den weiteren Grenzfall e^ = e^ = e^ = bez. 
^3=0, g^=0 ist wieder (12) massgebend; es entsteht eine Car- 



^) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alge- 
briques. Paris 1873. 

2* 



-: 
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dioide; man veigl. ebenfalls die Arbeit des Herrn Baer, enthalten 
im Jahresbericht der Oberschule (Realgymnasium) zu Frankfurt a. 0., 
Ostern 1892. 

Die Nebenbedingung (18) geht aus (17) hervor, indem man 
ju == oo setzt. Setzt man in (16) den Parameter X gleich unendlich, 

so erhält man: (-^) +(~^) "l"("^) ^0; macht man dasselbe in 

(8) bez. (12), so erhält man: — 4r" = 0, folglich ist (j-j = 4r', 

d. h. der Kreis s^ ist die o;- Achse, welche hier Focalachse heisst, wenn 
die Grössen e reell sind. Die ^- Achse schneidet nun die drei übrigen 
orthogonal und ist die Jacobi'sche Curve derselben. Dies alles findet 
sich in meiner oben genannten Untersuchung ausgeführt. 



§2. 

Das nächste wurde nun sein, die Gleichung 

(21) ^1 + 1>, = a-h .^ ^^'^""l p„, . 

zu behandeln, vorau^esetzt, dass a, i/i'(a) und -^R'^Ca) reell sind. 
Bedenken wir aber^ dass far gewöhnlich nicht die Grössen ^, £, C, 
A\ B' der Gleichung 

(22) F'(?)" = ^i^*(5)-h4ßF»(5)-|-6CF»(9+4ß'/^(5)-f-^' 

(Gleichung 20, TheU T) 

gegeben sein werden, sondern die Meridiancurve, für welche die Coef- 
fidenten der Substitution (21) zu bestimmen sind, so erscheint es 
practischer die Abbildung 

welche durch Combination von (21) mit dem Inversionssatz entsteht 
zu untersuchen. Die a und ß mögen reelle Constanten bedeutea. 
Führen wir Kreiscoordinaten ein und setzen 

(24) a?,+fV, =ü„ j.^— tV^ = u7„ 

(1) x-hir =v=:p(t+iu), x-^ir = w = p(t—%u), 

so ist 

(25) «,=-?L±^, ^-3rtßi!L. 

* «.-HA" ' ' «.-HA« ' 
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deshalb 



(26) 



V 






w 









VtO 



Diese Werthe sind in die Gleichung (5), nachdem dort q^ durch X 
ersetzt ist, einzuführen. Durch Anwendung der Abkürzungen: 



[27) 



\.=]fiß,ß. K=i^ß]^ K=i%ß 



*i2 — ^rj ^aPi '"12 r o ^'»^'2 

/.i=f.,=«.Ä+«>/*. \i=9tßiß* fi,i=9»ßl ^n=fftßl 

9x, = T AÄ-«.«, Ö., =TÄA+«.a, flu =^^!+«f, u. s. w. 



a 

2'-» 



^ rirj "'i'^a üia a rira • '*i**'8 öii a 

nimmt die Gleichung der gesuchten Meridiancurven die übersichtliche 
Form an: 



:28) 



-4r;[r*J,-2A{/,^.-AJ,l-{t„^„_8j,}] 

— 2«,(arJ-H-J)[2A|/,^„-+-/„()r„— 2Ä„A„j+jf„^„4-f„]^„— 2g„fl„}] 

+4(^;+rJ)[A»x!,+A|/„^„-ÄJ,}-H|f,.^„-»-f„^„-29„8„!] 
-2^,[2^{/„ör„+/„5r, _2A,.Ä„J4-|f„^.,+f„^,.-28,.fl„j] = 0. 

X = Q = p(2t'), bez. X = ß, = |»(2»m). X reell. 

Für il = «,, «,, «, entartet die Curve in die doppelt zu zählenden 
Kreise: 

-2^.[«;«,+«./.,-AA(«!+«,«.)] = 0, 
*, = (a,+ß,e,y-ßl(2el-^,e,}H^*-HrlMa,+ß,e,y-ßl(2el+e,e,y\ 

— 2«,[a,a,-H,/„— /J,/J,(cJ-|-«,e,)] = 0, 

— 2«,Ka,+«,/„— A/J,(«J-W,«,)] = 0, 

wie sich aus der Gleichung der Curve, welche (12) entspricht, sofort 
ergiebt. 

Die Mittelpunkte dieser drei Kreise liegen bei reellen e'a auf der 
«-Achse, welche dieselben orthogonal durchsetzt, also ihre Jacobi'sche 
Curve ist. Die Radien dieser drei Kreise sind gegeben durch; 



(29) 
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-5 



»*■ 



(30) 



xU(2e\+e,eJ 






S 9 



3 5 



• {('',+ß,e,y-ßl(2el+e,eX 

Man ist also nach Gleichung (16) sofort im Stande die Darstellung 
der Meridiancurve (28) in Dreikreis -Coordinaten niederzuschreiben. 
Setzt man die Werthe von (26) in (12) ein, so ergiebt sich diejenige 
Form unserer bicircularen Curve, welche Salmon-Fiedler, Höhere 
ebene Curven, als Normalform bezeichnet. Herr Moutard nennt 
unsere Curven anallagmatische, weil sie bei der Inversion ihren 
Grad nicht ändern. 

Die Gleichung (28) ist identisch mit der allgemeinsten Meridian- 
curve des Herrn Wangerin, welcher jedoch in seiner Abhandlung 
in den Monatsberichten der Akademie nur die Form der Gleichung 
aiigiebt, sie aber nicht explicite entwickelt. 

Die Coefficienten von (28) sind Functionen der 5 Coefficienten 
des elliptischen Radicandus und des Parameters A, also völlig unab- 
hängig von einander. 

Wird in (28) an Stelle von rj gesetzt: y?"+'^iJ ^^ ergiebt 
sich die Gleichung des Rotationskörpers, für welchen die Reduction 
der Pbtentialgleichung auf gewöhnliche DiflFerentialgleichungen mög- 
lich ist. 

Für A = cx) geht die Gleichung der Meridiancurve in diejenige 
der ^- Achse: r = über, welche Focalachse wird, wenn ff] — 27 gl > 
ist; für 1 = bleibt die Curve von der vierten Ordnung. Für ex = e,^ 
erhält man offenbar die Inverse einer Pascal 'sehen Schneckenlinie, 
für e^ = e^ = e^ = die Inverse einer Cardioide. Die Grössen a 
und ß können aber auch so bestimmt werden, dass (28) in eine sym- 
metrische Siebeck'sche Curve, oder in eine Lemniskate, wobei man 
vortheilhaft 5^3 = oder ^3=0 setzt, u. s. w. übergeht. 

Zur Meridiancurve (28) gehören die Differentialgleichungen (32) 
des ersten Theiles mit den Grenzfällen (32 a) und (32 b) für ex = e^^ 
und (47) für ^, = ^3 = ^j = 0. Aus- meiner Dissertation ist bekannt, 
dass (32) Lame'sche Functionen, (32a) und (32b) Laplace'sche 
Functionen und (47) Bessel'sche Functionen definirt. 



r 



k 
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§3. 

Im § 2 des ersten Theiles haben wir behauptet, dass (28) noch 
nicht die allgemeinste Meridiancurve sei, sondern dass dieselbe aus 
der Gleichung (21) des ^vorigen Paragraphen hervorgeht, wenn wir 
dort a einen complexen Werth geben, wodurch natürlich auch Ä'(a) 
und R^Xa) complex werden. Verknüpfen wir (21) gleich mit einer 
Inversion und setzen 

wo die a, ß reell, die a, b, c complexe Grössen sind, so* kann man 
(31) offenbar auf die Form bringen 

(32) x,+ir, = J+iiJ-h ^r.^^\^l^'' n , 
oder 

und da es ja auf die Lage unserer Meridiancurve in Beziehung auf 
den Anfangspunkt der Coordinaten gar nicht ankommt, so ist end- 
giltig: • 

(33) x.^ir, = ^(^^^.^J_(^^^^.^^) 

zu untersuchen. Setzen wir wieder, wie früher, a+ir = ^(^-f-ew), 
so ist 
C34) a>+ir = i>.+*g.+Cj'.+/g.X^,+»V.) . 

folglich 

_ P?+g;+(f>8+g;X^?+^?)+2(p,i>a+g^g>3— 2(p,g,— g,;?,X 

in die Gleichung (8), nachdem dort q durch den Parameter X ersetzt 
ist, einzuführen. Es ergiebt sich eine Meridiancurve, deren Gleichung 
die Form hat^): 



(35) 



^) Man vergl. Haentzschel, Ueber das Cartesische Oval, Grüner t's Archiv, 
Bd. 69, S. 403, 1883. 
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(36) ^ 
und deren Coefficienten explicite lauten: 

(37) I ^(P.i'.+ff.^-Ap,)» 

+2(pJ+j;){(p _A)'+yJ-i(6r- 1)}, 
■^= 4(P.?-?,i',4-^?,)' 

+2(pf-Hj) {(ä-A)'+ j,»_i(6r- 1)} , 

^=-^(P\+q'iXp,P,+q,q-Xp,), 
H=. -Mp\-hqlXp,q,~qj>^^Xq,), 

'f = (piM^y- 

Die Coefficienten der Gleichung (36), welche sich auf acht redu- 
ciren lassen, sind Functionen der fünf Coefficienten des elliptischen 
Radicandus und des Parameters A; folglich müssen zwischen ihnen 
zwei Bedmgungsgleichungen existiren. Dieselben lauten: 
(38) a) GH-2JF=0, b) G^~H* = 4J(D-E). 

^•^/r "•;''.' '* '°**^* ^'' Meridiancurve (36) in die doppelt zu 
zahlenden Kreise: ^ 

(39) { «• =^"'-^')J^'-«.)'+9J-(2.|-H..OI+ar.|p.p,+S.y.-.^.} 

*. = (-.-H-!){(p.-0'-H?;-(2.J+...,),H_2..{p^,+^^^^__,^^^, 

-2'-, {Pi?,-?,p,-f^,?, }-hpJ+y f = 0, 
wie sich aus dem Analogen der Cayley'schen Gleichung (12) sofort 
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ei^ebt, das man erhält, wenn man die Werthe von (35) in (12) ein- 
führt. Die Mittelpunkte dieser drei Kreise haben die Coordinaten: 

^ (P -«i)'+??-(2«?-t-^,«.) ' (P -«,)'+3'-(2^?+«,«.) ' 



(40) 



M PiP»+gi g»— g»Pi Pigj— g.P«-t-^tg, 

^ (P -«,)'+g?-(2^'+^,«.) ' (p-e,y+ql-(2el+e,e,) ' 
^ (P^-e^y+ql-(.2el+e,e,) ' (p,-e,)'-l-gJ-(2«»-H/,) ' 



und die Radien derselben sind gegeben durch: 

_ (p?+g?)(2g;+^.^.) 

l(P,-«.)'+g'-(2<-»-«,OI 
_ (P?+g?X2«? +«,«.) 



(41) 



r' 



r 



' {(P,-0'+g,'-(2«|+^,«.)l" 

. _ (p?+g?)(2^:+^,o 



•~ l(P-0'-HgJ-(2^J+«.OI' 
Man kann nun nach (16) sofort die Darstellung von (36) in Drei- 
kreis-Coordinaten niederschreiben. Für die Möglichkeit gl — 27^J >0 
besitzt die Curve sechzehn Brennpunkte, davon sind jedoch nur vier 
reell; dieselben liegen auf einem Kreise. Die drei Grössen e sind 
reell; deshalb sind es auch die drei Kreise (39), die einander ortho- 
gonal schneiden. Dieselben werden von einem vierten Kreise, ihrer 
Jacobi'schen Curve, orthogonal geschnitten; man erhält denselben, 
wenn man in (36) A = oo setzt. Die Gleichung desselben ist: 

(42) 8, = 3,(^?+^?)+?i^i-Pin = 0, 

er hat den Mittelpunkt: 

^*'^ -*• ^ 

und der Radius ist bestimmt durch: 

_,_ pHiiL. 

Der soeben erwähnte Focalkreis ist der Kreis, auf welchem die drei 
Mittelpunkte (40) liegen. Die Coordinaten des Mittelpunktes dieses 

fünften Kreises sind proportional mit Dieser fünfte Kreis geht 

wie der vierte für j'j = und 5», = in die o?, -Achse, für Sa = 
und p, = in die rj -Achse über. Werfen wir überhaupt einen Blick 
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auf die Coefficienten (37), so erkennen wir, dass A niemals ver- 
schwinden kann. Denn da -4 = identisch ist mit der Gleichung (12) 
für ^ = pj, r = 5'3, so musste alsdann a!-\-ir = p(t-\-iu)=p^-{'iq^^ 
d. h. «,+tVi =oo sein, wie es Gleichung (33) lehrt; von einer Me- 
ridiancurve könnte alsdann keine Rede sein. Für 

(44) q^=q^=0 sind C = 0, F = 0, H=0. 

Gleichung (36) wird identisch mit (28), wenn a^ — ? statt a^, 
^2 — V s^*^* ^1 gesetzt wird und nachträglich der Index 2 von a; und 
r durch den Index 1 vertauscht wird. Ausserdem bestehen die Be- 
ziehungen: 



(45) 



Für 



I = 



iL. 



P, 



ßl 



~ßl 



a 5 



a„ 






(46) p^=q^=0 sind 5 = 0, F=0, G = 0; 

es entsteht eine Meridiancurve, welche in so fern das Analogon zu 
(28) ist, als gleichsam a^ und r, vertauscht worden sind oder das 
Achsenkreuz um 90® gedreht worden ist. 

Es verlohnt sich einen Augenblick hier zu verweilen. Nach 
Theil I, Gleichung (20) ist; 

(47) i?"»(?) = AF\^)-^4BFX^)^6CF\^)-h4B'F(^)+A\ 
Gesetzt, wir hätten durch die Substitution mit reellen Coefficienten 

(48) F(?) = '^ '^)l{ = x^ +%r^ 

die Gleichung (47) transformirt auf die Legendre'sche Normalform 

(49) y"(5) = (p, -t-Q, 9>\mp.+Q.9'm 

und wenden erst jetzt die Weierstrass'sche Substitution an 
(60) y(|) = a, H ,.. ^F^""?^.., . = «. +ir. 



SO kann die Wurzel a, nur reell oder rein imaginär sein. Gehen 
vrir die einzelnen Möglichkeiten durch, so haben wir: 

a) Alle vier Wurzeln a reell; gl — 27^3 >0. 

Man leite das Cartesische Oval a)-\-ir = p(^ — JJ her, mache 



Aufstellung der Gleichungen für die Meridiancurven der Rotationskörper. 27 

die durch (50) angedeutete Inversion mit reellen CoefBcienten, und 
alsdann die in (48) gegebene ; das Endresultat ist die Curve (28). 
ß) Zwei Wurzeln reell, zwei complex; g] — 27^J<::0. 

ünterfall 1): Man verwendet zur Reduction von (49) 
auf (50) eine reelle Wurzel a,, es ist alles genau so wie in 
a; man gelangt zur Curve (28). 

Unter fall 2): Man verwendet zur Reduction auf die 
Weierstrass'sche Normalform eine rein imaginäre Wurzel 
a, des Radikandus (49); dann ist JÄ^^,) rein imaginär, 
^R'X^i) ^'^ör reell, demnach kann man (50) schreiben: 

(50a) -,+^^=^^a,+ ^(J_^^)_.^^.(^^J, 

oder 
(50 jS) r, — i«, = a, -f- 



i^R'CaJ 



d. h. man führe die Inversion mit reellen Coefficienten am Carte- 
sischen Oval a-i-ir = p(^ — J^,) durch, wie es die rechte Seite von 
(50j9) lehrt; ersetze alsdann a^\ durch r^ und /•,} durch — a^, oder 
drehe die Meridiancurve um 90° im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers, und führe jetzt die Inversion (48) durch. Das End- 
resultat ist die Curve (36); die vor der letzten Inversion entstandene 
Curve entspricht dem Fall (46). 

y) Alle vier Wurzeln von (47) complex; g] — 27^3>0. 

Das soeben unter ß) Unterfall 2) Gesagte gilt hier wörtlich. 

Lässt man nun die Meridiancurve (36) um die äj^ -Achse rotiren, 
so entsteht ein Körper von der achten Ordnung, denn es ist 
r, = |A/J+2:J zu setzen. Der Körper bleibt von der achten Ord- 
nung für A = 0; er wird auf Grund von (42) für A = cx) zu einem 
solchen von der vierten Ordnung, zu einem Kreisring, nachdem 
noch die in (32) angedeutete Verschiebung des Coordinatensystems 
vorgenommen ist. Besteht die Meridiancurve (36) aus zwei Zügen, 
so kann ein ringförmiger Körper achter Ordnung entstehen; 
in der Preisschrift des Herrn Wangerin finden sich Andeutungen 
über die Existenz solcher Körper, aber nur von der vierten Ord- 
nung, vor. 

Die zugehörigen Differentialgleichungen sind durch Theil I, (38) 
gegeben; die Sonderfalle ex = e^, und ex = e^^ = ey = 0, für welche 
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die Differentialgleichitngen einfach periodische bez. algebraische Goef- 
ficienten bekommen, erfordern für die Meridiancurven (36) eine be- 
sondere Untersuchung, die an anderer Stelle geführt werden soll. 

§4. 

Wir sind in der glücklichen Lage, die Richtigkeit der Ausdrücke 
(37) für die Coefßcienten der Gleichung (36) controUiren zu können, 
indem wir den Beweis antreten für die Giltigkeit der folgenden Be- 
hauptung der W ei erstrass-Schwarz'schen Formelsammlung, wo es 
im Artikel 51 auf Seite 75 lautet: „Durch die Function 



[i] 






—e. pu—e^-\-i\(e, — e,)(e, — «,) 



«8 #»«—«,— »VC«,— «,)(«»— «.) 

wird die conforme Abbildung der einblättrigen Fläche des Rechtecks 

[II] tt = «to.-l-«'«, (0<«^1, 0<<'^1) 

auf die einblättrige Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. 
Dem Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder 
der beiden MitteUinien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des 
Kreises. Den Ecken des Rechtecks entsprechen die vier Punkte 

[in] ipVg,— g,:FtVg,— g» .« 

V«,— «, 

Durch Vergleichen von (32) mit [I] findet sich: 



(51) 



5 = -tt^, ; n = -fe' ; p. = 2(^.-0]/ 



e—e ' ^» " 



?. = -2(«-Oyj^; ?, = V(«-0(«-0- 



Daher 



(52) 



P.i>,+3,9,-Ap. = 2(«,-«,)(«,-A)l/^, 

Piq,-q^p,+H = 2(«,-e,)(e — A)y^i=^, 

(P --!)'+?? -i(6A'-|) = _2(A-«,)(i-0, 

p!-!-?? = 4(e,— e,)(e,_e,) = L. 
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Weiter aus (37): 

A = — (;i— «,)(A— «,)L, 



(53) 



B= i(X-e,XX-e,)L^'f-^, 



C= 4(A-.,)(;i-.,)Lj/^, 



l ^8 



J} ^ A (^-O 



F== -8(A-e,)(A-e,)L V(^ - VC^»"«») 



G= 8(^-«,)(.,-..)l/J=:J, 

5= 8(A-..)(.-OI'yj=J, 

^1 «^8 

Setzen wir dies in (36) ein, so können wir durch L heben, voraus- 
gesetzt dass L nicht verschwindet; geschähe es, so würde sich ja [I] 
auf — 1 oder — i reduciren und von einer Lösung der Abbildungs- 
aufgabe könnte nicht die Rede sein. Der Kreis Sj = wird durch 

die Gerade a. = y- -. also einer Parallelen zur r,- Achse, — der 

' '^^1 — ^8 

Kreis «, = wird durch die Gerade r, = l/-^ ?, also einer Pa- 

' r e,—e, 

rallelen zur ^, -Achse dargestellt. Der Kreis «3 = ist imaginär, 

seine Gleichung lautet: 



«2 



('.-/jEt)*H-(',-fe)Vi = 0; 



offenbar kann also von einem Niederschreiben unserer Curve in Drei- 
kreiscoordinaten nicht die Rede sein, denn r, = oo und r^ = oo. 
Die Gleichung des Orthogonalkreises s^=0 lautet: 

(54) .. = (.._yg)V(,,_,^)*_l=0. 
Ist das Rechteck ABCD gegeben > so ist auf der Seite AB stets 
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/^ t'w^=0,A.h.Q^=p(2t%^') = p(0) — oo. Setzen wir aber A=ei =00 

in (36) ein, so ergiebt sich der Einheitskreis s^. Auf der Seite BC 
ist tw^ =0)1, d. h. Q= p(2t(o^) = j?(2a),) = 00; also A = ^ = 00; 
auch dieser Seite entspricht der Einheitskreis s^. 

Auf der Seite CD ist t'a>, =a>„ d. h. q, = p(2ifa>,) = ^(2a),) = 00; 
also A = ß, =00; auch dieser Seite entspricht der Einheitskreis s^. 
Endlich auf der Seite ADi8tt(D,= 0, d. h. p = »(2t(o,) = p(0) = 00; 
auch dieser Seite entspricht der Einheitskreis «^. Wir sehen also, 
jeder Punkt im Innern des Rechtecks ist bestimmt als Schnittpunkt 
zweier Curven (36), die eine mit dem Parameter A = p, die andere 
mit dem Parameter A = ^, ; die Gesammtheit dieser Punkte wird be- 
grenzt durch den Einheitskreis *^, dessen Punkte den Punkten der 
Begrenzung des Rechtecks entsprechen. Auf der Mittellinie EF des 

Rechtecks, welche \\AD und \\BC gedacht ist, ist t(o^= -^ ^ d. h. 

Q = p(2t(oJ = ^(co,) = «, ; also l==Q = e^. Der Mittellinie EF 

Iß ■ ß 
. entspricht demnach der Durchmesser ä?, = V , welcher hier an 



r 



e,—e^ 



die Stelle des Kreises 8^ getreten ist. ,Auf der Mittellinie OH des 
Rechtecks, welche \\AB und ^CD gedacht ist, ist t'w^ = -^ , d. h. 

Q^ = p(2t'(o^) = p(w^) — e^\ also A = g, = ^j- ^^"^ Mittellinie GE 
entspricht demnach der Kreis «„ der sich aber hier, wie vorher ge- 
zeigt, auf den Durchmesser r, = V-^ reducirt. Dem Mittelpunkt 



^,— ^, 



M des Rechtecks entspricht demnach der Schnittpunkt der soeben 
genannten Durchmesser, welcher offenbar mit dem Mittelpunkt des 
Einheitskreises «^ identisch ist. — Wollen wir jetzt noch die letzte 
Behauptung [III] beweisen, so stellt sich in so fern eine kleine 
Schwierigkeit ein, als die vier Eckpunkte ^, JB, C, D sich als Schnitt- 
punkte derjenigen Curven (36) darstellen, welche entstehen, wenn 
A = ^ = 00 und A = ^1 = OD gesetzt wird. Dies ist aber jedes Mal 
der Einheitskreia, sodass sich keine bestimmten Werthe für die Co- 
ordinaten ergeben, um solche dennoch zu erhalten, suche man die 
Coordinaten der Schnittpunkte des Einheitskreises s^.mit der Curve (36) 
und lasse nachträglich A unendlich gross werden. Da der Einheits- 
kreis «4 durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht, so kann man 
seine Gleichung schreiben: 
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(55) s^ = a]-+^l'-2ka,—2k'r^ =^0, d. h. es ist a:J-hrJ = 2(*ay,-f-AV,). 

Wird dies in (36) eingeführt und dabei (53) berücksichtigt, so er- 
giebt sich 



(56) 



1 3 



Aus (54) und (56) ergeben sich die vier Werthe: 



(57) 






Die von Herrn H. A. Schwarz gegebenen Coordinaten sind unsere 
Coordinaten x^ und r, aus (32). Nun ist. 



Setzen wir also noch X ^ oo, so. ergeben sich die Coordinaten der 
vier Punkte in der Behauptung [III]. Bei unserem Achsenkreuz 
x^, r, sind jene vier Punkte bestimmt durch: ^'}0, (Anfangspunkt); 

B'\2y^^^^, 0; 2)'10,2l/^L^; C'|2l/^?^^, 2]/^-^^^- Der 

Mittellinie EF des Rechtecks entspricht der Durchmesser E'F', wo 

^, 1/-^ — 1 hat, denn X ist gleich e^ 



ö. ^J ^J ^J 



zu setzen. Kurz (57) stellt die Coordinaten irgend eines Punktes 
auf der Peripherie des Kreises (54) dar; dabei ist X entweder gleich 
Q = ^(2^0),) oder gleich q^ = ip(2t%^) zu nehmen, wo t und t^ durch 
[II] gegeben sind. — Wir knüpfen hieran folgende Bemerkung. Das 
von Herrn Schwarz definirte Viertel des Periodenparallelogramms, 
das im allgemeinen die Form eines Rechtecks hat, wird durch die 
Function (32) conforin auf die Fläche des Kreises s^, der Jacobi'schen 
Curve, so abgebildet, dass der Mittelpunkt des Rechtecks dem Mittel- 
punkt (Radikalcentrum) des Kreises entspricht. Den Mittellinien des 
Rechtecks entsprechen im allgemeinen die orthogonalen Kreise s^ und 
8,, deren Radikalachse stets durch das Radikalcentrum von s^, s, und 
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«3 hindurchgeht. Sollen nun den Mittellinien ebenfalls Linien ent- 
sprechen, so müssen p, und q^ so gewählt werden, wie es Herr 
Schwarz gethan hat, damit «, = und s= die Gleichungen von 
geraden Linien werden. Vor allem darf q^ nicht gleich Null sein, 
damit nicht das Radikalcentrum in die Unendlichkeit rücke und der 
Kreis, welcher dem Rechteck entspricht, zu einer geraden Linie werde; 
wir erkennen, warum L = Aq\ nicht gleich Null sein darf. Bisher 
war der Radius des Kreisej s^ beliebig. Soll derselbe gleich 1 sein, 
so muss p\+q\ =^^q\ sein^ Die Geraden Sj = und 8^ = sind 
Durchmesser des Kreises, wie es die Aufgabe verlangt. Herr Schwarz 
hat nun die nicht in der Aufgabe ausgesprochene Bedingung an diese 
Durchmesser geknüpft, mit den Coordinaten - Achsen a;^^=0 und 
r, = zusammenzufallen. In Folge dessen ist die doppeltperiodische 
Abbildungsfunction noch mit dem Factor: 



behaftet; ausserdem liegen die vier Punlite, welche den vier Ecken 
des Rechtecks entsprechen, nicht auf den Achsen und haben die 
oben angegebenen Coordinaten. Lässt man die so eben angedeutete 
Nebenbedingung fallen, so leistet die einfachere Function 



(T) 



e^) 



^a"T~*^3 — , — 



alles was die Aufgabe verlangt, jedoch liegen die vier Punkte, welche 
den vier Ecken des Rechtecks entsprechen, auf den Achsen ^^ = 
und r„ = und haben natürlich die Coordinaten: 0, ±11 . , 

bez.il,o)' ^^^ 
Pi = 0; ?, = 2^,; I = 1; 1? = 0. 

Die Punkte auf der Peripherie des Einheitskreises sind bestimmt 

durch ihre Coordinaten: 



x. 



2n 



VL 



VI 

2/^+{A-«,-y(^-«,XA-or ' 



wodurch man im Stande ist zu jedem Punkte auf dem Umfange des 
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Rechtecks den entsprechenden auf der Peripherie des Kreises zu fin- 
den. Irgend ein Punkt im Innern des Rechtecks, gegeben durch seine 
Coordinaten (t,u), hat zum entsprechenden iPunkte einen solchen im 
Innern des Kreises, der sich darstellt als Schnittpunkt zweier Curven 
(36) mit den Parametern p(2t) bez. p(2iu). Für die Abbildungs- 
fuhction (P) lauten die zu (36) gehörigen Coefficienten: 

(A = — (^— e,)(A— e,)L, 

C = 0, 

Z) = L(L-4(A-«.)(A-0), 

E = 4L((X-e,y-(X-e,XX-e,)), 

F = — 4LVL(A— c,), 
G = 21/', 

jr=— 4L 1/1(^—6,), 

J =L\ 



(53') 



§5. 
Wir haben im §2 des ersten Theiles darauf hingewiesen, dass 
auch die von uns entwickelte Meridiancurve (36), obschon aUgemeiner 
als die allgemeinste des Herrn Wangerin, noch nicht als die allge- 
meinste gelten kann, denn nach Herrn Weierstrass ist als die all- 
gemeinste Form des Integrals von Gleichung (20), Theil I. anzusehen: 



F(t+iu) = 



:58) 



a!a-h 



V^(^V48'---ff,S-^,+iÄK)[«-A^^K)]+A^^o)i?"^(^o) 



Dabei ist « = p(t-k-iu)y x^ irgend eine reelle oder complexe Con- 
stante; für « = od ist F(t-\-iu) = x^. Die Gleichung (58) ist nun 
im Sinne der conformen Abbildung zu deuten; wir wollen imsere 
Aufgabe dahin einschränken, dass wir ermitteln, den Geraden t = con- 
stans und w=constans entsprechen Curven sechzehnter Ordnung; 
das Niederschreiben der Coefficienten der Gleichungen dieser Curven, 
sowie die Trennung der Variabein behufs Aufstellung der Differential- 
gleichungen, wie es im I. Theile geschah, versparen wir uns für eine 
andere Gelegenheit. Die gestellte Aufgabe ist in so fern interessant, 
als nach Herrn Holzmüller (Einführung in die Theorie der isogo- 

Haentzscbel, BedaoÜon der Fotentialgleichimg. 3 
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Jen Yerwandtechaftea u. s. w. Leipzig, Teubner, 1882; S, 235) bis- 
T nur ein von Herrn Lindemann (Mathematische Ännalen, Bd. 19; 
lite 329 — 331) ausgeführtes Beispiel einer irrationalen Verwandt- 
iiaft existirt, welches jedoch einfacher ist als das unsrige. 

Wir nehmen drei Ebenen an; ]) die Ebene der t, u; 2) die Ebene 
8 Cartesiachen Ovals; jeder Punkt des Ovala habe die Kreiscoor-- 
Qaten s, a; so dass also s = p((+iw), a = p(t — iw); 3) die Ebene 
r aufzusuchenden Meridiancurve. Jeder Funkt dieser Curve ist defi- 
rt durch die Kreiscoordinaten x^-i-ir, — a;, ^v, a, — »>, — ai^ ^ w, 
inn x^ die conjugirte Grösse zu x^ bedeutet. Nach den Vorlesungen 
B Herrn Weierstrass kann (58) geschrieben werden: 



.bei ist 




50) {'• 





)) lässt-sich abgekürzt schreiben: 

)1) Is'-^ms-i-n = 0. 

zu gehört die Gleichung 

(2) Xa>+na+v = 0, 

Iche aus (61) hervorgeht, ludern überall die conjugirt imaginären 

üssen gesetzt werden. 

(61) und (62) veroiitteln den Zusammenhang zwbcheu Ebene 2) 
d 3); denselben hat Herr Lindemann erforscht, wenn noch fn = O 
d |U =i ist. Unsere Aufgabe aber bt, den Zusanuneuhang zwischen 
ene 1) und Ebene 3) zu ermitteln; dazu muss noch der Zussmmen- 
ag zwischen Ebene 1) und Ebene 2) g^eben sein. Der letztere 
bekannt aus Gleichung (5) dieses Theiles und lautet, nachdem 
üh V und w dort durch s und a ersetzt sind: 

i3) «V+a4-(84-ö)V-(-(»+o')sffJ'+sff*+(«+ff)« = 0. 
s (61) folgt: 

s' ^ — -i — - — - und aus (62): a' = i!-— J — i- ■ 
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4 • 

Dies iü (63) substituirt, führt auf: 
(64) ^80'+JS8-f-Co'4-2) = 0, 



wo 



(65) 



Aus (64) folgt: 



A = fi(m—Yl)-h}i{2ß-hd)l—Ym], 

B = v(m — yO+A{ el — ßm}^ 

C= fi(n—ßl)+}i\ el ,— ywj, 

D = y(ri—ßl)+X\ al —ßn\' 



^ (C(f+D) 



(Aa-^B) 

Dies in (61) eingeführt, ergiebt: 

(a\lC'—mAC+A'n)+a(2lCD--'mAD---mBC-h2nAB) 
^ M ^ -h(iD'—BDm-hB'n) = 0, 

Dazu 

(62) an+afi-hv = 0, 

lässt durch Elimination von er die Gleichung der gesuchten allge- 
meinsten Meridiancurve in der Form erscheinen: 

[QC '+A[An—(hi])v—{lD^+B[Bn^Dm])Xj 
(67) ■ =:[(lC*+A[An—0m])fi—(2lCD+A[Bn—Dm]-hB[An^an])X\ 
y<[(2lCD+A[Bn—Dm]+B[An^0m])v—{lD*+B[Bn—Dm])fi]. 

Hier sind aber noch einige Vereinfachungen möglich. Wir merken 
die Umformungen und Abkürzungen an: 

.gg. (An— Cm =lg>=l\fi(ßm—Yn)'\-X{n(2ß-hd)-'€m)l 
iBn — Dm •=l\p=^ l[v{ßm — yn)+X(ne — am% 

Die Gleichung (67) ist jetzt erstens durch V theilbar und gewinnt die 
Gestalt: 

KC'+Jy)— A(2)'+5i/;)]^ = |>(C^+^g))— ;i(2C2)-|-^V/+ßy)] 

X {\i2CD+A\l)+Bfp)—ii{D^-^Bxp)\. 

Werden nun die Werthe aus (65) und (68) eingesetzt, so nimmt die 
Gleichung (69) die neue Form an: 

Ivii'P-^lviiiQ—vPy^X'vR—X'TY = 

|>»P^-Am(mQ— 2rP)+A'(iui2~rQ)-A»S][rVP4-Ar'Q+A*(rÄ— iuT)], 

wo die angewandten Abkürzungen die nachstehende Bedeutung haben: 



(69) {' 



HZ 



'i-ßJ)*M.m-tr/:ßm-rn), 

-2(n—ßl)((tl—ßTi)—(ßm—YnXel—ßm)—(m—YlXen^a'»0> 

:at-~ßnXsl~rn)+(^n-tm:XK^ß+^')-pn) 

■(_sl-ß7nXn(2ß-i-f)-em), 

il—ßny+(,el~ßmXenr—am). 

Klammem in (70) gelöst, bo wird die Gleichang der 
) zweitens durch A' theilbar und lautet für unseren Zweck 

p'-i-v'fiPQ+v'fi'PR—Vft'PS-i'ft^PT 
■Q^—2PR■)-\-^>'|l(QR+BPS)-v^\QS-^-iPT)-\-fl'QT} 
'(R'-^2PT+iQS)-vitCR8+SQT')+fi*RT\ 
'S'—2RT)—fiST\+X*T' = 0. 

uns der Bedeutung von l, m, n als Functionen zweiter 
Sreisco Ordinate d ^ x^+ir^ — x^, und der Bedeutung von 
n conjugirten Functionen zweiter Ordnung der Kreiscoor- 
I, — ir^ — x^, 80 sind die Glieder höchster Potenz solche 
(a:,— a)»+(r,— Ä)']', d.h. die Meridiancurve (72) ist 
hzehnten Ordnung; der zugehörige Rotationskör- 
1er zweiunddreissigaten Ordnung, da(72) auch Glie- 
velche mit r, = VyJ+^J proportional sind, 
ihung (72) stellt zwei Schaaren von orthogonalen Curven 
! Coefflcienten a, ß, y u. a. w des Cartesischen Ovals sind 
ictioneu des Parameters p = ji>(2() oder des Parameters 

Aber jede Schaar selbst zerfäUt in zwei Klassen, jenach- 
reelle Constante, also as^-^ic„, oder x^ eine complexe 
t dem conjugirten Werthe x^. Bemerkenswerth ist der 
U, dass a;^ eine Wurzel von R(a;) = 0, also r^^O ist. 

(61) und (62) zu vollständigen Quadraten, nämlich es 
= und fi'—ivX = 0; Gleichung (58) geht in unsere 
lung (21) über; Gleichung (72) der Meridiancurve wird 
tenz entweder der Meridiancurve (28), wenn x^ reell, 
idiancurve (36), wenn a:, complex ist. Die Grössen P 
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und T aus (71) lassen sich z. B. schreiben: 

P = [n+ßl- J|L) V(m»-4n0 [ß- ^) , 

und werden demnach zu Quadraten für m' — 4nZ = 0; kurz in (72) 
können Vereinfachungen vorgenommen werden, auf die hier nicht 
näher eingegangen werden soll. Gleichung (72) ist der Ausdruck der 
Muttercurve, welche alle bisher aufgestellten algebraischen Isothermen 
als Sonderfalle in sich enthält, sofern dieselben Fundamentatcurven 
in dem noch gleich zu erörternden Sinne sind. 

§6. 

Wie wir im § 2 des ersten Theiles gesehen haben, giebt es noch 
eine zweite Lösung der von Herrn Wangerin aufgestellten partiellen 
Differentialgleichungen, der nun noch eine kurze Betrachtung gewidmet 
werden soll. Es war 

(73) r-^-ix = ^{t+iu)^ 

wo q>(t+iu) =^ q>(lf) bestimmt ist durch die Gleichung: 

(74) ip'\t) = -^g)*(ö-45e>'(?)+6Cg)>(?)-h4ß't>(Ö-^'. 
Das Integral ist: 

docli hat p(5 — 5o) dieselben Invarianten wie die bisherige p-Function, 
wie wir a. a. 0. gezeigt haben. Um zu zeigen, dass sich wesentlich 
neues nicht ergiebt, transformiren wir (74) auf eine Gleichung von 
genau derselben Form wie I, 20. 
Setzen wir 

(76) 9{t) = itp(lS), 

so entsteht ^ 

(77) V;'»(5) = Axp'(:^)+4Byj\^)+6Cxp\^)+B'xpQ)+A\ 
Also ist 

oder 

(78) a?+t( — r) == r^+^x^ ; 
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d. h. nachdem die Gleichung (77) gedeutet worden im Sinne der con- 
fonnen Abbildung und man Meridiancurven von der Form der Glei- 
chui^en (28), (36) und (72) erhalten hat, in denen aber r, statt itt, 
und X, statt r, steht, vertausche msn schliesslich wieder r, mit a and 
x, mit — r; es ist also nur das Vorzeichen von r, in das entgegen- 
gesetzte zu verwandeln, wodurch in (36) und (72) eine Äendening 
eitsteht. 

Sei im besonderen ^ ;^ 0, und C ^ 0, so ist 

y'(|)' = —iBig>\l^)+iB'ig>(!S)—A'. 



3'CI) = 



*g(g) 



B 

so ist 

«"(!)= 4tf'(5)+4Bfi'ff(|)-f-^'ß', 
oder für 

?, = — 4fi5', jf, = ~Ä'B\ 

ist 

d.h. 

also 

oder 

r+ix = -^p(t-hiu), 
oder 

a,+i(— r) = -g- fi>{t-\-iu). 

Setzt man jetzt noch B = l, so kommt man auf § 1 zurück, nur 
dass statt (-Hf) zu setzen ist ( — r), was aber im Resultat, der Meri- 
diancurve (7), keinerlei Äendening hervorruft. 

§'. 

Die Anzahl der Rotationskörper, für welche das von Herrn Wan- 
gerin gegebene Verfahren der Trennung der Variablen zum Ziele 
fährt, ist keineswegs auf die bisher abgeleiteten Meridiancurven be- 
schränkt, wie man vielleicht anzunehmen geneigt ist. Da nämlich 
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die Aufgabe, die Meridiancurven nnserer Rotationskörper herzuleiten, 
identisch ist mit der von Herrn H. A. Schwarz^) gelösten, alle ebe- 
nen algebraischen Isothermen-Curven zu bestimmen, so können wir 
uns das von Herrn Schwarz gefundene Resultat sofort aneignen, 
dass ausser den soeben abgeleiteten Fundamentalcurven noch unzählig 
viele andere existiren, welche aus den ersteren durch diejenigen Sub- 
stitutionen hervorgehen, welche die elliptische Differentialgleichung 
(77) in eine solche von gleicher Form transformiren. 

Eine sehr nahe liegende Erweiterung würde folgende sein. Auf 
Grund der von Herrn Weierstrass gegebenen Formeln ist: 

(79) sinamd/ö,— ^,w, x) = • 

Für die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Function ist 
wegen der darin auftretenden Irrationalität eine Trennung der Varia- 
blen nicht möglich; wohl aber für den Ausdruck auf der linken Seite 
(vergl. Theil I, § 4). Bedient man sich deshalb des Kunstgriffis, für 
die Trennung der Variablen die linke Seite, für die Herleitung der 
Meridiancurve die rechte Seite der obigen Gleichung zu gebrauchen 
und setzt 

_^. 1 



(80) 



vv^ 



sin am ("j/^j — e^(t -h it^)). 



yx-^ir- 



yp(t-\'iu)—e^ ' 



so folgt, wenn e^ und e^ der Einfachheit wegen als reell angenommen 
werden, 

_^. 1 



(81) 
Also ist 



yx+ir^e^ 



(82) 



(«— «,)'+r' = 



(^J+rJ)' ' 
_ 2a!, r, 



x- 



^l-r] 



(^\-i-rl) 



3\3 5 



Wird dies in die Cayley'sche Gleichung (12) substituirt, so gehen 



H. A. Schwarz, üeber ebene algebraische Isothermen. Grelle 's Journal, 
Bd. 77. 1874. 
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< 



*M 



Kreise in confocale LemniBGaten, gerade Linien in gleichseitige Hy- 
perbeln über (vergl. Wangerin, üeber eine neue Art der confonnen 
Abbildung einer Ebene auf eine andere; Grunert's ArchiT, Band 55, 
S. 9, Nr. 6. 1872). Der Grad der Meridiancurve steigt auf die achte 
Ordnung; das gleiche gilt von dem zugehörigen Rotationskörper, dessen 
Gleichung lautet: 



(83) 



= (4A'-^,A-<7,)[2(^J-yJ-eJ)+a+2.,X^l4^!+^!)T 

X[^J-H/J-H!]'. 

Suchen wir das Wesen dieser Erweiterung zu erfassen, so gelangen 
wir zu einem Zusammenhang des vorliegenden Problems mit der 
Transformation der elliptischen Functionen. Die Formel (79) stellt 
eine Beziehung in irrationaler Form auf zwischen einer elliptischen 
Function mit den Perioden 4a) und 2co', d. h. sinamt^ und einer 
solchen mit den Perioden 2a) und 2a)', d. h. pu. Auf Grund des von 
Herrn Weierstrass gegebenen Nachweises, dass sich die Trans- 
formation der elliptischen Functionen auf diejenige der j?- Function 
reduciren lässt, haben wir daher nach dem algebraischen Zusammen- 
hang zwischen p(w|— ^, a)jj = pw und p(w|a),,a)J) zu fragen. 



Für diesen einfachsten Fall gilt die Formel des Herrn Weierstrass: 
(84) ^. = ,.+|{,(._i^)_,(^)), 

welche sich zerspalten lässt in die zwei Fälle: 
1) n ist eine ungerade Zahl: 



(85) 



pu 






2) n ist eine gerade Zahl: 



|(n-2) 

-f-2: 



(p„_p(2^)j' 
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Die Invarianten von pu sind g^ und ^,; diejenigen von pu sind 
©3 und G,, und zwar ist: 



(86) 



(«._,.^.„i>(^). 



Zur Ableitung der Meridiancurven ist in (85) 



(87) 



pt^ = ^ -f-fr 



zu substituiren und alsdann sind die Werthe von (^'+^')5 ^> ^ in 
(28) und (36) einzuführen. Dadurch gehen offenbar Curven höherer 
Ordnung hervor, welche als Grenzfall die bicircularen Curven vierter 
Ordnung (28) und (36) in sich schliessen. Leider ist die Behandlung 
der irrationalen Verwandtschaft (85) eine recht complicirte, — wir 
dürfen ja nur auf die irrationale Verwandtschaft zweiter Ordnung des 
§ 5 hinweisen, von dessen Resultat das hier für die Transformation 
zweiter Ordnung zu erzielende abhängig erscheint — und es darf 
daher nicht Wunder nehmen, wenn die .Gleichungen derartiger Meri- 
diancurven in expliciter Form aufzustellen bisher noch nicht unter- 
nommen worden ist. ^ Dass damit aber auch die Aufstellung neuer 
dreifach orthogonaler Flächensysteme innig zusammenhängt, kann nur 
angedeutet werden. 

Für die Aufstellung der Differentialgleichungen und die Trennung 
der Variablen ist natürlich die linke Seite der Gleichungen (85) zu 
benutzen. 

Was soeben die Division der elliptischen Functionen ergeben, ist 
in ähnlicher Weise die Multiplication der elliptischen Functionen zu 
leisten im Stande. Im einfachsten Falle ist 

(88) p(2u I g,, g.) = ^ , , ^ ; 

setzt man also p(^u) = x^+ir^^ pu = a+ir, so gilt das vorher Ge- 



Clebsch' Aufsatz in Grelle 's Journal, Bd. 64, 1865: üeber ebene Curven, 
deren Goordinaten elliptische Functionen eines Parameters sind, ist als eine 
Vorarbeit yon Bedeutung anzusehen. 
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^ sagte, nnd ganz aUgemein ist jr, +»>, = p(nu \ ^„ gr,), wo für fp(nu) 

der entsprechende Werth als Function von pu zu setzen ist. 

Resultat: Nach Aufstellung der Gleichung der allgemeinsten 
algebraischen Isotherme vierter Ordnung, die selbst wieder ein spe- 
cieller Fall einer algebraischen Isotherme sechzehnter Ordnung ist, 
gelingt der Nachweis, dass die Zahl der Rotationskörper, für Vielehe 
die Reduction der Potentialgleichung auf gewöhnliche Diflferential- 
gleichungen möglich ist, sich ins Unbegrenzte steigern lässt. 



Dritter TheiL 

lieber die L am £ 'sehen Fnnctfoneii zweiter Ordnung nnd ihre 

fnnctionentheoretischen Orenzfalle. 

§1. 
Wir haben, am Schluss des Ersten Theiles gesehen, dass die 
Lösung des von Herrn Wangerin angegriffenen Problems abhängig 
erscheint von der Integration gewisser gewöhnlicher Dififerentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, von denen wir zwei Typen unterschieden 
haben. Solche Differentialgleichungen sind schon mehrfach Gegenstand 
der Untersuchung gewesen; wir haben nur an Namen wie Lame, 
Heine, Hermite, Brioschi, Klein, Ralphen u. a. zu erinnern. 
Es sollen nun im Folgenden Reihenentwickelungen für die definirten 
Functionen in der Umgebung der singulären Stellen, wie dies z. B. 
auch in meiner Dissertation geschah, nicht gegeben werden. Resul- 
tate allgemeineren Inhaltes sollen aus den Differentialgleichungen ab- 
geleitet werden; es soll untersucht werden, welche Werthe dem Para- 
meter Ä' zukommen, damit die Integrale in geschlossener Form, durch 
bekannte Transcendenten ausgedrückt, sich darstellen lassen. Es 
bleibt alsdann dem Physiker, der sich mit einem speciellen Problem 
beschäftigt, überlassen zu untersuchen, ob er Gebrauch machen kann 
von dem Werthe von A', der sich an das Integral knüpft, oder ob dies 
nicht der FaU ist. Auf alle Fälle ist der Versuch lohnend, die Frage 
in zwei zu zerspalten; der Gedanke, der uns leitet, wird uns durch 
die klassische Arbeit des Herrn H. A. Schwarz: „Ueber diejenigen 
Fälle, in denen die Gauss'sche hypergeometrische Reihe eine alge- 
braische Function ihres vierten Elementes ist", Crelle's Journal, 
Bd. 75, 1873 eingegeben. Nachdem durch diese Arbeit Klarheit ge- 
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schaffen, waren die grossartigen Untersuchungen der Herren Fuchs, 
Klein, Poincare u. a. erst eigentlich möglich; wobei es bezeich- 
nend ist, dass die Entdeckungen jener gerade an diejenigen Fälle an- 
knüpften, in denen die Gauss'sche Reihe keine algebraische Func- 
tion ihres vierten Elementes ist. Damit sind die Grundlinien des auf- 
zuführenden umfangreichen Gebäudes gekennzeichnet; leider sind wir 
nur im Stande, einige Bausteine zu demselben herbeizutragen. 

Die im ersten Theile aufgestellten Differentialgleichungen definiren, 
wie wir uns ausdrücken wollen, gewisse Lame 'sehe Functionen 
zweiter Ordnung. Ganz allgemein wollen wir unter einer Lame'schen 
Function zweiter Ordnung eine Function verstehen, welche der 
Differentialgleichung 

(1) -|^={«s<'(«)+^!y 

genügt, wo ip(u) selbst wiederum ein Integral der Differentialglei- 
chung 

ist. Als Integrale von (2) kennen wir folgende zwölf Functionen, 
welche theils die Quadrate der zwölf c-Quotienten selbst, theils diesen 
proportional sind: 

b) (^y = pu-e, = (.,-..) d-\0^^l ; 

C) 1^— I =pU — ^a=(«i — ^a) , ; 

d) ^e,-eXe-e,)^ = ^'~^'^^'~''^ = p(u±a>)^e, 
(3) , * cjw pu — ^1 ^^ ^ ^ 



e 



üeber die Lami 'sehen Functionen zweiter Ordnung etc. 
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(3) 



g) fe— O-T— = C^9— O-^- — ^ = ^«— -^. + -^^-^ — ^^^^ — — 



üiu 



h) (e^ — ej~— = (e. — eS) = e. — e^ + -^^ *^^^ ^ 



o^u 



i) (^,— ^] 



k) (.,- 



i)-T— = (^a— O-^^ =^8—^1 + -^^^ ^^^^^ — 

^lü _ r^ ^n P^— g, _ . . j^ (^,—0(^1—^3) 



1) (^i— OJt7 = C^i— O 



aiu 



e—e^ + 



pu—e^ 
= p(u±(ß)—e^ = (e,—e^) 



pu—e^ 
1 



cn^(ye^ — ^,w, Xj) 



m) (ö,— ^ 



1) -f- = (^8— ^1) = ^9—^1 + -^"-^ -^^^ — — 

= ^(w±üO±üo') — «1 = (^a — ^1) 7= ; 



wo Ä* = — — ~ ; k'^ = — ' ^ ; sw, c», dw die bekannten Guder- 



e—e. 



e,—e. 



man naschen Bezeiclinungen für sin am, cos am, Aam sind. 

Verknüpfen wir (1) mit (3) f), so erhalten wir, wenn a = w(n-Hl) 
gesetzt wird, 



machen wir noch uYe^—e^ = v zur unabhängigen, so entsteht die 
bekannte Gleichung: 



(4) 



d'y _ 



dv 



= {n(n+l)Ä;'8n't> — ^^jy? 



von welcher Herr Hermite, wofern n nur ganzzahlige Werthe anzu- 
nehmen im Stande ist, bei seinen glänzenden Untersuchungen aus- 



I 
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gegangen ist. Wir sagen von der Gleichung (4), Bie gehöre zam 
zweiten Typus. Verknüpfen wir (I) mit (3) a) b) c), so erhalten 
wir die Gleichung 

(5) 

welche Ralphen im II. Bande seines Trait4 de la theorie des fonctions 
elliptiques et de leurs applicstions der Untersuchung zu Grunde legt; 
die Gleichung gehört zum ersten Typus. 

Setzen wir in (4) statt «(714- 1) den Parameter -^^ -j , 

so erhalten wir eine Gleichung vom zweiten Typus, sie war der 
Ausgangspunkt der Untersuchungen Brioschi's. 

Setzen wir in (5) statt n(n+l) den Parameter m' — J, wo m 
eine ganze Zahl, so erhalten wir die Gleichung, welche im dritten 
Theile meiner Dissertation zuerst untersucht wurde; sie gehört also 
zum ersten Typus. 

Unter Berücksichtigung von § 4 des ersten Theiles dieser Unter- 
suchung erkennt man, dass die von Herrn Wangerin ia seiner 
Preisschrift aufgestellten Differentialgleichungen sowohl dem erateD 
als dem zweiten Typus angehören. 

Sämmtliche zwölf Differentialgleichungen (1) lassen sich nämlicb 
zu der einen zusammenfassen: 

^^^ "5^ = io[p(«±i'a.±5o>')-e,]+^Iy, 

wo p = 0; 1; 5 = 0; 1; A = l; 2; 3 bedeuten können. 

Wir sieben es jedoch vor, indem wir an die Entstehung dieser 
zwölf Gleichungen im ersten Theile denken, dieselben in zwei Typen 
zu trennen, ja man könnte sog&r von vier Typen sprechen. Unter 
der Voraussetzung, dass die neu eintretenden Constanten von dem 
Parameter ß zu dem neuen Parameter — h* ao^nommen werden, 
schreiben wir die beiden Typen: 

W -0 = Wf«-«.)-»"l>; 



(») 



flu' l OK — ei 



üeber die La menschen Functionen zweiter Ordnung etc. 
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Diese Gleichungen nennen wir die doppeltperiodischen Normal- 
formen der Lame'schen Functionen zweiter Ordnung^- 

Diesen doppeltperiodischen NormaKormen stellen wir die alge- 

,1 

braische Normalform gegenüber. Es sei die unabhängige Variable 
(7) s = pu, oder = jp(w±a)), oder = jp(«^±üo±a)'), oder = p(udzoi>')y 
so ist 



(8) (4s'-^,s-sr,)^+(6s'-isr,)-J 



{a(8—ex)—h^]y = 0, 



wo 



48»— jr,Ä— gr, = ^(s—eX^—e^X^—ex). 
Diese Gleichung nimmt eine zweite Form an, wenn man 

(9) a== 8— ex 

zur Unabhängigen macht; dann ist 



(10) 



+2(3dr»+6«A«+(«A— «.)(«A— «x))-^— (aar— A> = 0. 



Um die Gestalt, welche diese Gleichung in der Umgebung der unend- 
lich fernen Stelle erhält, zu ermitteln, setze man 

(11) . ^ = 1, 



und 
(12) 



dz 



letzteres, damit der Coefficient von --^— die halbe Ableitung des Coef- 



ficienten von 



d'z 



dq' 



dg 
werde, so geht (10) über in 



(13) 



4e'(l+(«i— c.)e)(H-(«A-«,)?) 



dg* 



+2ß(4ß'(eA— «0(«A— «x)4-9cAß+2) 



dz 



l H-[f («A— «.)(«A— ex)?'+(i«A+A*)e-(a+i)]3 = 0. 



^) Man vergleiche meine Dissertation , Theii 2 , und meine Abhandlung in 
Schlömilch's Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 31, 1886, „lieber den 
functionentheoretischen Zusammenhang zwischen den Lame'schen, La place- 
sehen und BesseTschen Functionen/ 



) Gleichung darf als besonders bemerkenswerth bezeichnet werden ; 
jt ein specieller Fall der Mehler'schen Gleichung der Cycliden- 
ion (vgl. Mehler, Ueber die Benutzung einer vierfachen Mannig- 
;keit zw Äbleitnng orthogonaler Flächensysteme, Crelle's Joor- 
Bd. 84, 1878). Bezeichnen ') wir nämlich eine Functioa als eine 
e'sche Fnnction dritter Ordnung, wenn sie durch die Glei- 
g defioirt wird: 

I 4!ffe,)^+2»'fe.)^+(8e!+6'e,+S")y, = 0, 
> »fe) — fe— <",)(e,— o,)Cei— «.)fei— «.). 

iid diese darch die Snl)8titntioD; 



) 



(4r)' = fe.-«,)(c.-».Xf,-«.Xc,-«.) 



eltperiodiscbe CoefGcienten erhalten. Denkt man sich nun die 
ische Differentialgleichung (16) durch die Substitution 

1 « — - ■ iy'(g.) 



e Weierstrass'sche Normalform übei^efiihrt 



m-^''.- 



t der Fall denkbar, dass die Discriminante dieser letzteren, also 
27ff\ , verschwindet. Alsdann erhält aber (14) durch Einführung 
(16) nur einfach periodischQ CoefGcienten. Dieser Fall liegt 
le bei (13) vor; wir wollen deshalb von (13) aageo, sie definire 
Laplace'sche Fanction dritter Ordnung. Sollte nun aber 
ier FaU eintreten, dass jr, und g, in (18) gleich Null werden, so 
It (14) durch (16) rationale Coefficienten ; wir wollen dann die 
t3) gehörige Function eine Cylinderfunction dritter Ord- 



Wir wollen nun etwas eii^ehender die Gleichung betrachten: 



Haentzschet, Zur Tbeorie der Fimctio&en des «lliptischen Cylinders. 
um des BealgymnasiuiDg zu Duisburg, 1386. S. 9—10. 
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Bekanntlich ist fpu = —r+^C^O» wo ^(u^) eine nach Potenzen von 

u 

u^ aufsteigende Potenzreihe bedeutet. Daher ist 
Die determinirende Fundamentalgleichung ist folglich 



r(r — l) = a; d.h. r = ^±]/a-|-:J-. 

Sobald a+^ = v^ ist, wird demnach r = ^dzv sein, d. h. r^ — ^3 = 2v, 
also einer ganzen Zahl stets gleich sein. Daher der Satz: 

„Unter den Läme'schen Functionen zweiter Ordnung 
vom ersten Typus nehmen diejenigen eine besondere Stel- 
lung ein, für welche a = r' — ^ ist, unter v eine ganze Zahl 
verstanden. Für diese wird das allgemeine Integral an 
der Stelle u = logarithmisch unendlich." 

Eine solche Function soll eine Lame -Wangeriu' sehe Func- 
tion zweiter Ordnung vom ersten Typus heissen; der Unter- 
suchung derselben ist der dritte Theil meiner Dissertation gewidmet ^). 

Gesetzt jedoch, 2v ist eine ganze Zahl, doch so, dass v die 

Hälfte einer ungeraden Zahl ist, also v s= — ^ — , dann ist a = n(w-t-l). 

Die Stelle w = ist dann ausserwesentlich singulär; wir erhalten die- 
jenigen Functionen, auf die Herr Hermite sein Augenmerk gerichtet 
hatte, die Lame-Hermite'schen Functionen zweiter Ordnung 
vom ersten Typus. 
Setzt man 

(9) X = pu—ex 

und macht a; zur Unabhängigen, so entsteht Gleichung (10). Die 
determinirende Fundamentalgleichung derselben hat die Wurzeln 
und -J^, demnach sind die Stellen u = w^ t^ = od -f co', u= m', 



^ Herr Wangerin nennt diese Functionen ^Cyclidenfunctionen*. 
Als solche pflege ich diejenigen Functionen zu bezeichnen, welche in dem Auf- 
satz des Herrn Wangerin in Crelle's Journal, Bd. 82, 1877 und in dem des 
Herrn Darboux im 83. Bande der Comptes Rendus, S. 1037 — 1040, 1876 auf- 
treten. Ich halte an der obigen Benennung fest, um namentlich den Gegensatz 
zwischen den Lame-Hermite'schen und den Lame-Wangerin'schen Func- 
tionen hervorzuheben. 

HAentzschel, Reduction der Potentialgleichang. 4 
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welche halben Perioden der p-Function entsprechen, ausserwesentlich 
singulare Stellen. 

Von den Lame-Hermite' sehen Functionen zweiter Ordnung wek 
man, dass sie sich durch bekannte Transcendenten in geschlossener 
Form darstellen lassen. Bei den Lame-Wangerin'schen Functionen 
ist eine solclie Darstellung noch nicht gelungen. Herr Brioschi, 
welcher für die Lame-Wangerin'schen Functionen vom zweiten 
Typus algebraische Integrale abgeleitet hat, glaubte ein gleiches 
Ziel wie Herr Hermite erreicht zu haben. Es gelang mir in meiner 
Dissertation den logarithmischen Charakter der Stelle u = nach- 
zuweisen und zu zeigen, dass die Existenz der Brioschi'schen Inte- 
grale an die Bedingung geknüpft ist, dass h^ eine der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung rten Grades ist; diese Gleichung habe ich 
am genannten Orte wirklich aufgestellt; genügt ihr der Parameter ä, 
so sinkt auch die Stelle u = zu einer ausserwesentlich singulären 
herab. 

Wird in Gleichung (9) die Stelle a gleich unendlich, so kann 
dies für u = oder auch für w = oo geschehen sein. Untersuchen 
wir den Charakter der Stelle u = oo und führen in (I) 

(19) T = — 

ein, so erhält man 

Offenbar ist es nicht möglich, die negativen Potenzen von t' 
aus dieser Gleichung fortzuschaffen, da dieselben in $(— r) ^ ^' 

endlicher Zahl auftreten. Indem ich mir erlaube, auf einige frühere 
Arbeiten*) von mir und auf den fünften Theil dieser Untersuchung 
zu verweisen, stellen wir fest, dass die Stelle t = 0, also t^ = oo, 
eine Stelle der Unbestimmtheit ist, in deren Umgebung eine 
Entwickelung der Function y in Reihen nicht statthaft ist. Wenn 



Haentzschel, Zur Theorie der Functionen des elliptischen Cylinders. 
Wissenschaftliche Beilage zum Programm des Realgymnasiums zu Duisburg, 1886. 
— üaentzschel, Ueber die Differentialgleichung der Functionen des parabo- 
lischen Cylinders. Schlömilch's Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 33, 
1888, S, 22-30. 
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die Invarianten der p- Function in (I) gleich Null sind, so reducirt 
sich pw auf -J-; es fällt in (20) $(— ä-j fort; die Function y steht, 

wie wir gleich sehen werden, in naher Beziehung zur Bessel'schen 
Transcendente. Für dieselbe habe ich in der Umgebung von r = 
zwei unabhängige Fundamentalsysteme gegeben*); es sind dies semi- 
convergente Reihen, und zwar stimmen die beiden ersten Particular- 
lösungen mit den zwei bisher bekannten semiconvergenten Entwicke- 
]ungen der Bessel'schen Transcendente überein; die beiden anderen 
Particularlösungen zeigen logarithmischen Charakter. Wenn jedoch 
a = w(n4-l) ist, so werden die letzteren mit den ersten identisch; 
die Reihen brechen ab und verlieren also ihren divergenten Charak- 
ter; wir haben den äussersten Grenzfall einer Lame-Hermite'schen 
Function zweiter Ordnung vom ersten Typus vor uns. 

Es kann aber auch x gleich unendlich werden für u = 0. Setzt 
man dann 

(11) m—ex = —, 

und führt nach Gleichung (12) die Function z ein, so gelangt man 
zur Gleichung (13). Machen wir in derselben die Substitution: 

(21) {%) = 4^'(l+(e.-«.»(H-(«A-Op), 

und speciell 

aus welcher folgt: 



(22) 



e = iog( Vl+(^^-^ ;>+Vl+ (^^-^>)M , bez. 

1 



^ (^x— ^a)+(^*— ^x)sin^'€ ' 
und die Gleichung (13) nimmt die Gestalt an: 



^) Haentzschel, Beitrag zur Theorie der Functionen des elliptischen und 
des Kreiscylinders. (Wissenschaftliche Beilage zum Programm der III. Stadt. 
Höh. Bürgerschule zu Berlin.) Berlin, R. Gärtner (H. Heyfelder), 1889. 

4* 
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(ex—e^ex—e^) 






(23) 

Wir sagen von der Function z^ sie sei die zur Lame 'sehen Function 
zweiter Ordnung y (Gleichung (8) bez. (10)) adjungirte Laplace'sche 
Function dritter Ordnung. Die Gleichung (23) hat einfach perio- 
dische Coefficienten ; doch ist das Argument € der Logarithmus einer 
doppeltperiodischen Function. Aber dieselbe Function z kann auch 
durch eine Differentialgleichung mit doppeltperiodischen Coefficienten 

definirt werden. Wir haben dazu nur in (13) für g zu setzen 

pu—ex 

und u als Unabhängige zu wählen, so entsteht*): 



(24) 



d^z p^u dz 

1 2 



du^ ^ pu — ex du 
+ {^ ^^'u-eV ""^ -(«+i)(P«-^A)+(A'+f ^a))^ = 0. 



Es sei noch darauf hingewiesen, dass, wenn man in (21) die Sub- 
stitution macht: 



(25) 



ei— ex 



(ex—e,) 



die genannte Gleichung in 

übergeht. Da also g^ = ^-^ g^ = — -^ ist, so besteht die Relation 
gl — ^Tffl =0, es ist also nach der früheren Definition z wirklich 
eine Laplace'sche Function dritter Ordnjing; da weiter^, ^öd^j 
nach den angegebenen Werthen nie verschwibden können, so enthält 
(10) niemals eine Cylinderfunction dritter Ordnung als Grenzfall 
in sich, q^ für (26) ist aus Gleichung (41) de& ersten Theiles zu ent- 
nehmen und in (25) einzusetzen, so entsteht der Werth von q in der 
obigen Gleichung (22). 

Die Function z, wie sie durch (13) gegeben ist, ist offenbar eine 



^) Haentzschel, üeber den functionentheoretigchen Zusammenhang u. s. w. 
Schlömilch's Zeitschrift, 1886, S. 26, Gleichung (7). 
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Riemann'sche J*-Fuiiction mit vier singulären Stellen, Um den im 
fuoctionentfaeoretischen Greozfall etati-etenden ZusammenhaDg derselben 
mit der Gausa'schen hypergeo metrischen Reihe zu ermitteln, bedenken 
wir, dass die zur singulären Stelle p ^ gehörige determinirende 
FuDdameDtalgleicfaung lautet: r* ^ i(ß+i) = ?i"; ea ist also 
(27) r, = -\-7t; r^ = — re, 

und zwar wird fiir die Lame-Hermite'sche Gleichung, für welche 
a = Cn-h^y-i ist, 

r, = ic«+i); ^, = -K«+i) 

sein; demnach ist p ^ ausserwesentlich siQgulär, denn r, — »•, ^n-\-^. 
Die genannte Gleichung bat also nur ausserwesentlich singulare Stellen, 
welchem Umstände die Integration dieser Gleichung und die weiteren 
Erfolge wesentlich zu danken sind. Für die uns eigentlich angehende 



)'j =s — — ■ Demnach ist p = wesentlich singuIär, da r, — r, = v 
einer ganzen Zahl ist. Wir setzen deshalb 
(28) 3 = zf-'^e" bez. 3 = Z{r}Q~'' 

in (13) ein und erhalten fiir zl'' die Differentialgleichung: 



(29) 



4e(i-t-(o~«,)e)(i+(ei-c.)e)- 



+ [iSj+Ä'-h6^i 71(1+271) 

Dieselbe delinirt eine Riemann'sche /'-Function mit vier singulären 
Stellen. Ersetzt man in dieser Gleichung +;r durch — iz, so erhält 
man diejenige Gleichung, der Z(,-) genüg:t'). 
1 



') Macht man 10«= — («j — ',)? ^ur Unabhängigen, so entsieht die Gleichung, 
mit der sich Herr Heun in den Mathematischen Aanalen Bd. 33, 1880 in dem 
Änfsatz: ,Zur Theorie der RiemannVhen Functionen mit vier singulären 
Stellen' beschäftigt. Das Hauptresultat des letzten Paragraphen dieser Abhand- 
lung ist nur zun Tbeil richtig. 
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Unabhängigen machen; es entstehen alsdann zwei Gleichungen, welche 
eine Erweiterung der in Heine 's Handbuch der Kugelfunctionen, 
n. Auflage, 1878, Bd. I, S. 148, 23 und S. 217, 36/0 auftretenden sind. 

Sie lauten für 7r = ±-^, also dem Lame-Wangerin'schen Fall, 



(30) 



and 



d 
du 



du 



+ 



V") _ / 2i>+l \ p'u 
lu* \ 2 / pu—ex 

l 4 pu—ex y 



(31)^ 



du^ 2 pu — ex du 



_ {(2.-1X2.-3) (.,-0(.,-..)_^ _^^,| ^0. 

l 4 pu — ex J 

Würde man die Gleichung (30) durch die Substitution 



(32) 






reduciren wollen, so würde man erkennen, dass einerseits 

2v+l 



andererseits 



z(^) = ^(pu—ex) * , 



2y-H 



ist, und damit hat man für die Nomenclatur das wichtige Resultat 
gewonnen: 

„Wird die Differentialgleichung (13) bez. (24) der Rie- 
mann'schen P-Function mit vier singulären Stellen auf 
zwei Glieder reducirt, so definirt die alsdann entstehende 
Gleichung (I) die Lame'schen Functionen zweiter Ordnung." 

Für die Integration der Lame-Wangerin'schen Gleichung vom 
ersten Typus: 

4i = \(v'-\Xpu-ex)-h']y 



(33) 



du' 



verweise ich auf die Arbeit Brioschi's: Sopra una classe di 
zioni differenziali lineari del secondo ordine; Annali di Matematica, 
IL Reihe, Bd. 9, 1878, wo die algebraischen Integrale dieser Gleichung 
an der Stelle u = abgeleitet werden. Im dritten Theile meiner 



r 
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Dissertation habe ich Reihenentwickelungen ffir y in dem allgemeinen 
Fall, dass w = eine wesentlich singulare Stelle ist, in welchem 
dano das Integral mit logt^ behaftet erscheint, gegeben und die 
Gleichung wirklich abgeleitet^), der h genügt, wenn Brioschi's Inte- 
grale gelten sollen; wenn v = ist, giebt es keine algebraischen y. 
Integrale für (33). Es ist hier also wesentlich anders als bei der 
Lame-Hermite'schen Gleichung, wo h willkürlich bleibt. 

§3. 
Unter Benutzung der von Herrn Weierstrass in seinen Vor- 
lesungen gegebenen Theorie der elliptischen Functionen kann man 
streng functionentheoretisch durch einen Grenzübergang aus dem Ge- 
biete der Lame 'sehen Functionen zweiter Ordnung vom ersten Typus 
sowohl in das Gebiet der Laplace'schen Functionen hinabsteigen, 
d. h. in das Gebiet der Kugelfunctionen mit willkürlichem oberen 
und unteren Index, als auch in das Gebiet der Riemann'schen 
P-Functionen mit drei singulären Stellen, welche bekanntlich 
durch die Gauds'sche hypergeometrische Reihe darstellbar sind. 
Ich beschränke mich, um dies zu zeigen, auf die Annahme 

(34) a = v^ — ^ und ö^ = ^a* 

Bleibt nämlich von den beiden Perioden 2 a) und 2 a)' der fp- 



^) Halphen spricht im II. Bande seines Traite des fonctions elliptiques auf 
p. 478 nur von einer gewissen Gleichung und auf S. 482 von dem einfachsten 
Falle, wo Ä = ist, und giebt die Losung für v = 1 ; alles dies findet sich schon 
in meiner Dissertation, die ihm nebst Wangerin's Untersuchungen unbekannt 
war, ausgeführt vor. 

Setzt man in (33) für K^-]r{y^ — \)e^ der Einfachheit wegen ä, so habe ich 
dort Ä als die Wurzel einer Gleichung A ^ = gefunden, die in den einfachsten 
Fällen lautet: 

y = 1. Ä = 0. 

y = 3. ä8— 7i7aA— 20i)r, = 0. 

V = 5. Ä5—99i^aÄ3— 11885^3^3-1-1188^1^+11664^^3573 = 0. 
y = 6. Ä6-1^^3Ä*-4576^3Ä'4-^^^^iA'H-231400^3^3Ä 

8505 



.1 



-110o(-^j|-560j|) = 0. 



, r 
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Function die reelle erste endlich, wird hingegen der reelle Bestand- 

theil von r unendlich gross, so werden zwei der Grössen «„ «x, 

(ü.t ° 

ex einander gleich. 

Ich wähle nun 

(35) 



so ist unter der genannten Voraussetzung 
(36) e, = e, 

und 08 geht (jpu — o) über in 



(37) 



(^,— «s) 

sin'Cy^i — ^,w) 



Daher verwandelt sich die Differentialgleichung der Lame- Wangerin- 
schen Functionen in: 



(U) 



"W '^ sin (.y^j — «,«j ■' 



Dio hierdurch dargestellten Functionen haben keinen besondern Namen 
erhalten, wohl aber die zugehörigen z- Functionen. 
Denn es ist 

(12a) y = 2(^1 — ^,)~*sin* ( V«, — «, «) 

lu setxen und : das Integral von: 



f ii*: 



(24 a) 



dz 



,/;,-+ v«'.-*,ctg(Ve.-.,«)-^ 






Aus <*,+*',+<'j =0 folgt wegen (36), dass 

fuhrt luau noch dio Abkünung ein: 

h 



$0 erh.^U man: 



« :^ 



l^— '» 



-i, 



V24«^ 



.r; 



fc 



,1..'" "•" ^ '' ^^» '"'^' ^^ ''« -^» "^ 7/^ 



(<-. - «-.^ ! « v«» H- 1)- - ,-^lL=^| c 



= 0. 



i 
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In H eine's Bezeichnung (Bd. I, S. 216) ist: 

(39) z = aP;(cos(V^;^«^))+i9 Qr(cos(V^;^ w)). 

Die Functionen z in (24) gehen demnach an der Grenze in 
Laplace'sche Functionen über, d. h. in zugeordnete Kugel- 
fun ctionen, welche in dem vorliegenden Falle einen ganzzahligen 
unteren und einen willkürlichen oberen Index haben. 

Aus (38) ersieht man, dass für e^ — ^3 = 1 die Grösse n eine 
ganze Zahl wird, wenn h die Hälfte einer ungeraden Zahl ist, und 
dass die zugeordnete Kugelfunction mit ganzzahligem oberen und 
und unteren Index entsteht, wie sie Heine betrachtet hat. 

Für e^ — ^3 = 1 und ganzzahliges A ergiebt sich die Ringfunction 
(Heine, II, S. 289); endlich für e,—e^ = \ und A = ^mV^^T die 
zugeordnete Mehler'sche Kegelfunction (Heine, II, S. 231). 

Es genügt 



(28 a) 



z^v) = ZQ ^ = z(e^ — ^3) 2 sin"*' (V^j — e^ u) 



= 3/(^1—0 ^ sin 
der Differentialgleichung: 



(2»-+l) 



(29 a) 






(w— vXw+v+1) ^,) ^ Q 
4 



deren Integral die hypergeometrische Reihe 

*V 2 '""2~' ^+2, ^j 

ist. Heine hat diese Function, wenn e^ — e^ = 1 gesetzt wird, 

(40) z^^^ = a^l„(cosw)+j5a!-^(cosw) 

bezeichnet und bei ihm findet sich auch die aus (30) unter der Vor- 
aussetzung (36) hervorgehende Gleichung: 

(J^z(y) dz^"^ 

(30a) -^l^+(2r+l)ctgt^-^+(n— r)(w-4-r+l)2('') = 0. 

(Heine, Handbuch, I, S. 148 und S. 217). 

Ich leite hieraus vor allem eine Gleichung her, die von practischer 
Bedeutung ist. Macht man in (30a) 






» « 



* 1 
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(41) t ^ ^ ^ 



«1— «1 



zur Unabhängigen, nachdem man zuvor u durch u\e^ — «, ersetzt 
hat, so entsteht: 



(42) 






-hC^j— 0(n— rXn+v-hiy»') =0, 
und diese Gleichung hat die Eigenschaft, dass 

(43) -^1— = const.;2<*'+i) 

dj 

sofort aus ihr abgeleitet werden kann. Es ist jetzt 

(44) z^'') = F(y-|-n-hl, v—n, r+l, t). 

Daher der Satz: 

Die Untersuchung der zugeordneten Kugelfunction z 
kann beschränkt werden auf die Untersuchung der Func- 
tion z^^\ d. h. der einfachen Kugelfunction. Es ist 

Wäre n eine ganze Zahl und das Argument cosw, so wäre dies 
nichts neues; es wäre der von C. Neumann erhaltene Satz. Aber 
bei uns kann n ganz beliebig sein und zugleich gestattet das Argu- 
ment (41) der Kugelfunction (bez. Laplace'schen Function) sofort 
die Uebertragung dieses Resultates auf die Bessel'schen 
Functionen durch einen functionentheorischen Grenzübergang, was 
bei dem Argument cosw nicht möglich ist. 

Die entsprechenden Gleichungen lassen sich natürlich auch für 
Z(y) niederschreiben. — 

Betrachten wir jetzt weiter die Gleichung (23), so erhält dieselbe 
die Gestalt 



/OQ N ^^ rn(n-M) ,1 

(23a) w .xa = « a/> N — ^ U. 



Vergleichen wir diese mit (la), nachdem dort für h gesetzt worden 
ist w-l-^, und nehmen wir r, n als ganzzahlig, e^ — e^ = 1 an, so er- 
kennen wir, dass y dieselbe Function von v, n+\ und u ist, wie z 



.•■^''.'; 



1. . ... 
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« 

von /i+i, V und ie und zwar besteht zwischen den Argumenten u 
und ie die Beziehung sin'(i6)sin'w = 1, welche aus (22) fliegst. Die 
Vertauschung der Parameter v und n+^ giebt Anlass zu folgenden 
weiteren Betrachtuugen. 
Durch die Substitution 

(45) X = cos(y^, — e^u) 

geht (24 a) in die bekannte Gleichung der zugeordneten Kugelfunc- 
tionen über: 

(46) (l-.^^-2.^^n(n+l)-j^}z = 0. 

Wird hingegen 

(47) a; = cos'(y^, — e^u) 
gesetzt, so erhält man: 

(48) 4<l_^)-^-f.2(l-3^)-g- + {«(n+l)-j^}0 = O, 

welche natürlich auch direct aus (13) folgt. Sei für den Augenblick 
in dieser Gleichung ausser v auch das bisher willkührliche n eine 
ganze Zahl. 

Der Differentialgleichung (48) der Kugelfunctionen stellen wir 
gegenüber die algebraische Normalform (8) der Lame-Hermite'schen 
Functionen für e^ = ^3. Dieselbe lautet: 

(8a)4(«-.,)(8-.J-g^+6(8-f-.,)J-{«(«+l)-^}s, = 0. 

3 

Sie geht durch die Substitution 

(49) 8 = (e^ — e^)x-{-e, , d. h. a; = cig\Ye^^u), 
über in: 

(50) 4.(l-.)g+2(l-3.)|+{.(M-l)-(-^^^:^-j, = 0. 

Hier möge jetzt neben n auch —==r- eine ganze Zahl sein. 

Alsdann definiren (48) und (50) eine und dieselbe Function. 
Nun ist das allgemeine Integral von (48): 

und wir wissen, dass Ql(ai) an der Stelle ^ = 1 logarithmisch un- 



1 


■r^ • 1 
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. • 1 
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wird, so lauge v ^ n; dasa sich aber f fir r > n beide partj- 
[ntcgrale als algebraische Functionen von x darstellen lassen. ') 
rseits deSnirt (50) solche Functionen y, welche aus den Lame- 
Ttinctionen E''{x) bez. F'{x) hervoi^ehen, wenn man c, =«j 
Herr Hermite hat die vollständige Integration der Gleichung (8) 
= n(n+l) geleistet und gezeigt, dass, wenn Fix) ein particü- 
Qtegral ist, /"( — x) ein zweites ist.") Aber in einem sd 

gerichteten Briefe findet er, dass seine Int^ation versagt, 

, = «, nnd ausserdem eine ganze Zahl bt, kleiner 

ichstens gleich n, *} weil dann das zweite particuläre Integral 
mischen Charakter hat, wie wir hinzusetzen können.') Damit 
doppelter Zugang zur Theorie der Kugelfunctionen mit gani- 
n unteren und oberen Index eröffnet und es ist interessant, 
an auch in Hcine's Handbuch vorzufinden. Im ersten Theile 
ien Bandes sind die zugeordneten Kugelfunctionen s-Functionen, 
;hend der Differentialgleichung (48). Hingegen werden im 
Theil (S. 450) unter Kugelfunctionen zweiter Ordnung die 

JO) dai^estellten y-Functionen verstanden, wofern dort 

V^i— «1 

nze Zahl ist. 

er man wird die Gleichungen (48) und (50), obschon unter 
Voraussetzungen gleich werthig, doch nicht als gleichberech- 
iehen dürfen, wenn man sich den Ursprung von (50) ans (8) 
Qwärtigt. Denn alle Resultate, die man für (33) erhält, gelten 
ier Voraussetzung e, ^ «, sofort für Heine's Kugelfuuction 
mg (48)], weil der Charakter des Integrals wesentlich durch 
izzahlige v bestimmt wird. Die Integrale von (8) hingegen 
keine directen Schlüsse auf r ^ «/'"(iB)+^Q"(;E) zu, wie es 
ef Hermite's an Heine augenscheinlich darthut. Uebrigeos 



lel.Ueberd 
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boliclie Differentialgleichungen. Ein Beitrag zur Theorie der Lame'scben 
en zweiter Ordnung. Berlin 1883, Mayer & Müller. 

[ermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiqoes. Comptes 
Paria 187T— 1882. 

ermite, Sur l'integration de Tiiquation differentielle de Lame, Exlrail 
llre adressee ä M. Heine. Crelle's Journal, Bd. 89. 
:eine, Handbuch, Bd. II, S. 364— 3G7. 
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hätte Heine dieser Umstand nicht entgehen dürfen. Weil Pv(ai) eine 
ganze Function von x ist, so sucht er auch 'E^(x) als ganze Function 
darzustellen. Dieser Analogieschluss war falsch; er führte zur Inte- 
gration der Lame -Her mite 'sehen Gleichung (8) für einen Ausnahme- 
fall. *) Denn Ql{x) wird für x=l logarithmisch unendlich, während 
die Lame' sehe Function der zweiten Art F^(x) nur „elliptische Inte- 
grale der ersten und zweiten, nicht aber der dritten Gattung enthält", 
folglich des logarithmischen Charakters entbehrt (Heine, Kugelfunc- 
tionen, Bd. I, S. 386). 

Ein neuer, von dem soeben behandelten völlig verschie- 
dener, Grenzfall tritt in Gleichung (13) ein, wenn wir 

(51) e, = e^ 
setzen. Nehmen wir dann noch 

ex—e, = —\, 
so erhalten wir: 

(52) |4^Xl-.)'||-4.Cl-.)(-l+2,)-| 



Das Integral dieser Gleichung ist die Riemann'sche P-Function 
mit drei singulären Stellen, und zwar ist 



(53) ^ = ^fcÄ'v'^)' 



wo 

a, = TT = +iya-+-i; a\ == — tt = — il/a+i; 
(54) \ß,=h ß[=i\ 



Im Lame-Wangerin'schen Fall ist a = v^ — J, im Lame-Her- 
mite'schen ist a = w(w-|-l), daher ist im ersteren ^ = eine 
wesentlich singulare Stelle, wie schon früher hervorgehoben. 
Bekanntlich ist nun in der Umgebung der Stelle ^ = 0: 

(55) P«^(^; ^^, J^J Q^ = const.?^(l~ß)-i^(7i+(T-hi,7r-Hx-hi, 271+1,^), 

^) Fuchs, üeber eine Klasse von DifFerentialgleichungen , welche durch 
AbeTsche und elliptische Functionen integrirbar sind. Nachrichten der Kgl. 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 1878. 
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Dritter Theil. 

I F die Gauss'sche hypei^eometrische Reibe bedeutet. Wir geheo 
irauf nicht weitet ein, sondern verweisen in Betreff der mannig- 
ihen Beziehungen der i*-Fnnction zur hypergeometrischen Reibe 
f die gediegene, unter Herrn Prof. Felix Elein's Leitung entstan- 
Qe, Dissertation des Herrn Paul Nimsch, Ueber die Perioden der 
tptischeu Integrale I. und II. Gattung als Functionen der rationalen 
Varianten, Leipzig 1886, deren Paragraphen 1 und 2 hier ffir uds 
Betracht kommen. 

Der höchste Grad der Entartung der Lame-Wangerin'schen 
nctionen vom ersten Typus tritt ein, wenn die beiden Perioden 
r p-Function unendlich gross werden. In diesem äussersten Grenz- 
1 sind die drei Grössen e and also auch die Invarianten der ^ 

nction ^, und jr, gleich Null; atu selbst redncirt sich auf — j- und 

folge dessen ändert sich auch der Sprachgebrauch; die Nullstclle 
= g — ex = pu—ei heisst jetzt die unendlich ferne Stelle, die un- 
ilich ferne Stelle q=i — heisst jetzt die Nullstelle der Function. 

übrigen sind die gedachten Functionen auch ein Grenzfall der 
.place'schen Functionen. Die entsprechenden Difiereutialgleichun- 
1 lauten: 

(*''> 4»'S-+6«'-f— l('''-i>-*'lJ' = 0■ 



1 1 



!3b) 
IH) 

12b) y = z]/^. 



13b) 



< dti^n'-^i 



' du' u du l m"J 

ese Gleichung ist die bekannte Definition der Fourier-Bessel- 
hen Functionen 

36) z = aJr(hu)-\-ßKy(hu), 

jlche man auch aus (24£t) herleiten kann. Dabei wird freilich 
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dann n = oo, was Herr Mehl er bei seinem Grenzübergang betont 
hat, aber es ist dies nur ein secundäres Moment*), die Haupt- 
sache ist das Verschwinden der Weierstrass'schen «'s. * Die 
Function 3/, die keinen Namen erhalten hat, ist also weiter nichts 
als die durch Reduction von (24 b) auf zwei Glieder entstehende 
Function, daher kann man sagen, dass (8b) die Fourier-Bessel- 
schen Functionen in der Umgebung der unendlich fernen Stelle, die 
hier in der Terminologie des Herrn Fuchs eine Stelle der Unbe- 
stimmtheit mit bestimmter Verzweigung ist, definirt. Reihen- 
entwickelungen von y in der Umgebung von s = 0, welche die 
bekannten semiconvergenten Reihen der Bessel'schen Transcendente 
sind, habe ich in meiner Programmabhandlung von 1889 gegeben, 
sie werden sich uns auch im fünften Theile dieser Arbeit von selbst 
ergeben. Man muss dazu nämlich gerade von 

(19) ^ = - , 

u 

(20b) ^*^+2t'-|— {(t''-i)r'-A'jy 

ausgehen, eine Gleichung, die bisher nur den Schluss auf die wesent- 
liche Singularität der Stelle r = vermittelt hatte. 
Weiter ist 

(28b) z = 2^")^»' bez. z = z^y)U-"^ 

z^^) = ajyQiu)+ßky(hu) in Heine's Bezeichnung. 

(30b) ^+(^-+^).^+;^v^)==o. 

aw' u du 

(Heine, I, S. 233). 



(41b) .5 = 



m' 



(42b) 5-^+(v+i).^-l-AV-) = 0. [bez. (29b)] 



') Haentzschel, üeber die Fourier-Bessel'sche Transcendente. Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik, herausgegeben von Schlömilch, 33. Jahr- 
gang, 1888, S. 185. 



(43b) -^ = coii8t.3(''+i). 

>alrer 



(57) 






Heine, Bd. I, S. 237, Gleichung (43)), d. h. die Untersnchung der 
'onrier-Bessel'schea Transceadente J, kann auf die UntersuchuDg 
on J„ beschränkt werden. Gleichung (42b) kommt achon in Fourier's 
'heorie de la chaleur, Kapitel VI, S. 336 vor, weshalb Heine unsere 
'unction trotz der tiefen Untersuchungen Bessel's für Fourier 
eclamirt hat'). Aehnliche Gleichungen gelten für s;,); es jedes Mal 
ur — V an die Stelle von +v zu setzen. Wird überall statt r 
eleseu: n+^, wo n ganzzahlig ist, so entsteht der äusserste Grenz- 
ill der Lame-Hermite'schen Functionen vom ersten Typus. Die- 
Blben sind bekanntlich in geschlossener Form darstellbar; man ändet 
äheres über dieselben in Kummer's Abhandlung über die hyper- 
eometrische Reihe (Crelle'a Journal, Bd. 15), in Halphen's Traitc 
es foDctions tlliptiques et de leurs applications, Bd. II, 1888 uad 
n fünften und sechsten Theile dieser Arbeit 



Wir haben uns jetzt weiter mit den Lame-Wangerin'schen 
'unctionen zweiter Ordnung vom zweiten Typus zu besehäf- 
igen, also mit 

teilen wir gleich von vorn herein fest, dass dieselben sich, wenn 
ie Weierstrass'schen e's verschwinden, auf die Exponentialfunction 
educieren. Die Functionen vom ersten Typus zeichneten sich bei 
anzzahligem v dadurch aus, dass die Ecke u = vom Viertel des 
'eriodenparallelogramms der ti>- Function die wesentlich singulare 
teile für jene Functionen war, hii^egen die Ecken m = w, w+i» 

') Herr Maggi hat freilich unsere Function bereits in einer Untersuchung 
>aniel Bernoulli's (vergl. Heine, Bd. H, S. 343) Torgetunden. Wäre es 
arum nicbt am einfachsten bei der so gebräuchlichen Bezeichnung „Besser^cb^ 
uuction" zu verbleiben? 
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und co', bez. die diesen coQgruenten, die ausaerwesenflich aingu 
Stellen. Bei dea Functionen vom zweiten Typus ist eine der zi 
genanoten Stellen die wesentlich singulare, die drei übrigen sin< 
ausserwesentlich siognlären, daher kann man die Functionen 
zweiten Typus in drei Klasaen eintheilen. Die Gleichungei 
bis (13) bleiben mit Rücksicht auf (7) unverändert. Bedenkt 
jedoch, dass die Gleichung 
(9) X = 8— ex 

wegen, der Formel p(u±a)—ex = -- ' ■ '_ — die Bedei 

hat 

C9a) ^^ (.e,-eXe.-e,) 

»u—ei 

so wird der Wunsch berechtigt erscheinen, des Vergleichs wegei 
Gleichung (10) auch in derjenigen Gestalt vor sich zu sehen, 
Dach wie vor den Werth pu — ex hat. Dazu setzen wir in (II) 
(9) _ x = pu—€x 

ein und machen es zur Unabhängigen. Wir erhalten 



4a!'(a!+ej— e.)(a!+ej— e,) -^ 



(58) 



[ -_j(v»__j)(ej_e,)(^j_e,)— A'arji/ = 0. 

Da aber hier der Coefficient von -~ noch nicht die halbe Ableitung 
von dem Coefficienten von -~ ist, wir also noch nicht die erstrebte 
algebraische Normalform vor uns haben, so setzen wir noch 
(59) y = y*i ■ 

Qnd dies ei|;iet>t: 

iAa:\x+ei.—e,)(x-\-ek—e,) -^ 
+2;.[4-r'+9«,;r+2(^,-O(f*-«0] -^ 

Während sich also Gleichung (10) ganz besonders zur Entwickelung 
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der Function in Reihen eignet, die in der [Jmgebung der ausser- 
wesentlich singulären Stelle « ^ gelten, ist (60) passend für Ent- 
wickelnngen in der Umgebung von w = o, also wenn z. B. ei = e, 
ist in dem Gebiet der wesentlich singulären Stelle u = w'. Bemer- 
kenswerth ist die Aehnlichlceit von (13) und (60), welche bewirkt, 
dass fast sämmtliche Gleichungen des § 2 mit kleinen Veränderungen 
sofort niedergeschrieben werden können. 

Wir machen aufmerksam auf die einfach periodische Normalform, 
die zur Gleichung (60) gehört. Setzt man 

(61) (^)^ = ^x-'(x+ex-eX'^+e^-e^') 



] I Y ^k—'^x V^+gj— gt+Vfli— g. Vj'+g;- 



(_ex— e.) + (e.— e,) sin' [*f /(«i— e.)(gJ— «0] 
und die Gleichung (60) nimmt die Gestalt an: 



(63) 






t(g.-o)+(«.-«03m'[eil/(^.-^.)(^»-«.)]f' 



\(e-ei)+(e,-e,)sin''[€iy(ei—e,)(e,—e,)]\ i ^ 

Diese Gleichung ist das Analogen von (23), aber es ist doch eine we- 
sentliche Verschiedenheit zwischen beiden. (23) führte uns für «a =«, 
auf die Laplace'schen und Bessel'achen Functionen und gab so za 
der interessanten Ableitung dieser Transcendenten aus den Lame- 
schen Functionen Änlass. Hier ist g) im Grenzfall nichts weiter als 
die Exponentialfunction mal (pw — ei)^ * ^ ; wie aus (II) in Verbin- 
dung mit (59) sofort erhellt. Der Zufall hat die Herren Hermite 
und Brioschi gerade auf Gleichungen vom zweiten Typus geführt; 
die Methoden ihrer Entwickelungen sind auch anwendbar auf Glei- 
chungen vom ersten Typus, wie meine Dissertation beweist, in der 
auf die soeben genannten Grenzfälle zuerst hingewiesen wurde. 
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Wir schreiben die Gleichung (60) noch mit doppeltperiodischen 
Coefficienten nieder, indem wir für x seinen Werth (jpu — ex) ein- 
führen (vergl.. Gleichung (24)): 



(64) 






du^ fpu — ex du 



m (,-f)Ä_2,f+fw-i!=i=*l),=o. 

Führt man die Abkürzung ein 
(68) fi'' = v'-i-h\ 

so können wiT^y — obschon also eine 2/ -Function — deuten als 

(69) y=«p;-*(i)+iJQ;:-*(i). 



flf:'i 



Einen weiteren Grenzfall entnehmen wir aus (60), wenn Ü^^H*^! 



(65) e^ = ey ^ > •: 









ist. Setzen wir dann noch ex — e^ = — 1, so geht Gleichung (60) 

genau in die Gleichung (52) über, wenn dort a statt q und v^ statt 

(a+i) gelesen wird, d. h. die Function y ist im Grenzfall g| 

eine Riemann'sche P-Function mit drei singulären Stellen. m 

Alles bei Gleichung (52) gesagte gilt hier wörtlich ebenso. ||;;:i 

Betrachten wir unter derselben Voraussetzung Gleichung (11), ||^ / 

und bedenken, dass nach Theil I Gleichung (41) und (42) die Function 

(ex — e.)(ex — ex) -, ^r 

-^^ — unter der voraussetzuni? 

pu—ex 

et=^ex entweder =(^A — ^t)tg'(]/^Ä--^w) oder =(^a — ^»)ctg'^(y^A — ^t^) 
ist, so heisst (II) 

(IIa) ^ = \(v^-iXe,-e,)tgXV7;i^,u)-P]y, 
oder 

(iiis) -^ = {(r'_i)(,,_,octg'(y^i=^«)-A')y. 






'ji> 

':^'.* 



^V: 
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du 

Setzen wir wieder ex — ^t = — 1 und führen eine neue Veränderliche * üiW 

? ein, indem »- 

(66) ? = — itg(iu) oder ^ = ictg(iu) g| 

angenommen wird, so entsteht: 



.jr^^' 



1 

i 



a ^ .*■•■':• 



f," 
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Dritter Thoi). 

Jan die Variable J mit einer Ex'ponentialfniictioD gleichwerthig ist, 
stellt (69) die Ringfunotion vor, die wir aus Heioe's Hand- 
:h, Bd. II, S. 287, keDnen; den am genannten Orte niede^eschrie- 
len Functionen sieht man den Charakter Riemann'schet P-Fnnc- 
nen sofort an; im übrigen sei auf Theil II dieser Arbeit verwiesen, 
sich ergab, dass man für ringförmige Körper gerade auf plMchnngen 
n zweiten Typus gefuhrt wird. 

Wird in (67) r'— J- durch n(n+l) ersetzt, so bildet diese 
sichung den Kern der Betrachtungen des Herrn Hermite in dem 
lon erwähnten an Heine gerichteten Briefe (Crelle's Jonmal, 
.89). 

§5- 
Zum Schlnss legen wir uns noch die Frage vor, ob denn die in 
[, Gleichung (1) und (2) gegebene Definition der Lame'scben 
nctionen zweiter Ordnung so allgemein gefasst ist, um allen An- 
'flchen zu genügen. Diese Frage kann bejaht werden, sobald es 
h nur um die Lame'scben Functionen, nicht aber um die Grenz- 
le handelt. In der That hat in der Gleichung (2) der Coefficient 
1 [9>(u)]' den Mangel, da er gleich 4 ist, niemals verschwinden 
können. Denken wir uns daher die Gleichung (2) mit dem Inte- 
J 5p(u) ^ p(u — wj — ex durch die allgemeinere ers«tat: 

10) {^^J = 4S9.'(«)+6C9'(«)+4ß'y(«)+^', 



ist deren Integral 

II) y(«) = 



p(«-^) c^- 

B 2ß ■ 



ird dieser Werth in (1) eingeführt, so kann man B mit a und 

-^"ö" mit jS verschmelzen lassen, und es hat sich also nichts ge- 

dert. Eine Verschiedenheit tritt erst für 5 = ein. Dann wird 
1) illusorisch und an ihre Stelle tritt die Gleichung (44) des ersten 
leiles. Unsere Gleichung (1) aber lautet alsdann: 

der wir die Gleichung der Functionen des ellipAschen Cylin- 
rs mit dem Grenzfall der Functionen des parabolischen Cylin- 



I ' 



(73) 
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ders*) wiedererkennen, Functionen, mit denen ich mich in den schon 
citirten Abhandlungen eingehender beschäftigt habe. .Im. fünften Theile 
dieser Arbeit soll die Gleichung (72) einer ganz eigenthümlichen 
Behandlung unterzogen werden, auf die ich durch eine Untersuchung 
des Herrn Bruns geführt worden bin. Wir sehen also, es genügt 
die Definition (1) bez. (2) allen Ansprüchen, sobald es sich nur um 
Rotationskörper handelt, auf welche wir ja auch zu allererst unser 
Augenmerk richten wollten. — Die^aus (70) und (71) abzuleitende 
algebraische Normalform der Differentialgleichung der Lame'schen 
Functionen zweiter Ordnung 

[4B9>Xu)+&C9>\u)+4B'9(u)+A']^ 

kann also stets auf (8) transformirt werden, ausser wenn B = ist. 
Dieser Fall, der also doch ein Grenzfall ist, wird uns im § 8 des 
fünften Theiles beschäftigen; für ihn verliert Gleichung (73) den Cha- 
rakter einer algebraischen Normalform; der Zusammenhang der Func- 
tionen des elliptischen Cylinders mit den Lame'schen Functionen 
zweiter Ordnung erscheint also von unserem Standpunkte aus als kein 

•natürlicher. 

Resultat: Um die vielfachen Untersuchungen über die Lame'schen 
Functionen zweiter Ordnung mit einander vergleichen zu können, ist 
es nothwendig zwei Typen von derartigen Lame'schen Functionen 
zu unterscheiden. Unter den verschiedenen Gattungen, die jeder der 
beiden Typen enthält, fallen zwei besonders auf, die Lame-Her- 
mite'schen und die Lame- Wanger in 'sehen Functionen. Ordnet 
man den Lame-Hermite'schen bez. Lame-Wangerin'schen Func- 
tionen vom ersten Typus gewisse Functionen z durch die Definitions- 
gleichung (12) zu, so erhält man eine Klasse von Riemann'schen 

'P-Functionen mit vier singulären Stellen von der Eigenschaft, das 
eine Mal an der Grenze in Laplace'sche Functionen zweiter Ord- 
nung überzugehen, deren unterer Index die Hälfte einer ungeraden 
Zahl bez. eine ganze Zahl ist, welche Functionen selbst wiederum 
bei genau definirter weiterer Grenzbefrachtung in Bessel'sche Func- 
tionen mit einem Index, der die Hälfte einer ungeraden Zahl bez. 



1 1 



Für tt = ß und c = 0. 
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iQze Zahl ist, entarten; bei einem anderen Grenzübei^ang aber 
I durch (52) definirte Riemann'sche P-Functionen mit drei 
ren Stellen darzustellen. Ordnet man den Lame-Hermite- 
bez. I.ame-Wangerin'schen Functionen vom zweiten Typus 
'- Functionen z durch die Definitionsgleichung (59) zu, so erhält 
ine Klasse von Biemann'schen /'■Functionen mit vier singu- 
^tellen von der Eigenschaft, das eine Mal an der Grenze ge- 
Bne einfach periodische Functionen darzustellen, bei einer an- 
^renzbetrachtung aber in gewisse Riemann^sche P-Functionen 
ei singulären Stellen überzugeheo. 



Vierter Theil. 

lieber die L am 6 'sehen Fnnctionen höherer Ordnang. 

Mit Heine wollen wir unter einer Lame'schen Function (s — 1)^' 
Ordnung das vollständige Integral der Diflferentialgleichnng 

verstehen, wo ^(ai) und ip(a!) ganze rationale Functionen vom Grade s 
bez. (s — 2) ohne gemeinsamen Theiler sind. Von der Einschränkung 
H eine's, dass das erste particuläre Integral von (I) eine algebraische 
Function sein muss, wollen wir uns nach dem Vorgang der Herren 
Hermite und Fuchs frei machen und uns die Frage vorlegen, wann 
ist die Gleichung (I) in geschlossener Form integrirbar, bez. wann 
kann man y durch bekannte Transcendenten darstellen. Wir fragen 
uns im besonderen, wann ist das Product v der beiden particulären* 
Integrale oder eine Potenz desselben, also v^ = (y^y^Y^ eine ganze 
rationale Function. Mit dieser Einschränkung ist die Frage bereits 
Gegenstand der Untersuchung von Seiten des Herrn Brioschi ge- 
wesen (Annali di Matematica, 2. Reihe, Bd. 9, 1878); jedoch nur in 
so weit, als Herr Brioschi den ersten Ansatz zur Lösung macht, 
um dieselbe alsdann allein für die Lame'schen Functionen zweiter 
Ordnung für r= 1 und r = 2 zu geben. Es wird im folgenden ge- 
zeigt werden, dass, wenn alles allgemein bleibt, r höchstens gleich 2 
sein darf; es kann r aber jeden Werth annehmen, sobald g)(a) einen 
quadratischen Factor besitzt. Alsdann soll die Untersuchung dahin 
erweitert werden, dass v'' auch negative Potenzen in endlicher Anzahl 
enthalten darf. 



§1- 

US sei gegeben die DüTerentialgleichung 

y(a;) = 4(a!'+a,a;'-*H Ha.) 

fp(x) = a„a:'-'+o,a!'-'H ha,_2 

)ie CoefRcientea a„ a,, ... a, werden als bekannt vorausgesetzt, 
estimtnung derjenigoo vod V(^X namentlich diejenige von a,, 
e Äu^be, deren Lösung wir uns vornehmen unter der Voraus- 
ig, dass der Ausdruck 

ganze rationale Function n'" Ordnung ist. 

[Vir erinnern vorerst daran, dass das Product v der beiden parti- 

:n Lösungen ^, und ^„ also 

" = y.y. 
Kfferentialgleichui^ genügt: , 

2yc"'+3yV'+C9>"+8(/j)o'+4«^o •= 0, 
« durch Integration die Gestalt anDinunt: 

I y(2W~»")+9i'jjt»'-H4V*c*+C = 0, 

lass die IntegratioDSCODStADt« C nach Herrn Hermite in folgea- 
Veise in das Integral eingeht: 

) eine Wurzel der Gleichung v(x) = 0, so ist nach (III) 

6'=±ö'Ca,)l/K«Ö. 
C demnach von Null verschieden, wofern nicht w eine Doppel- 
ei von tf(j-) = bez. eine einfache Wurzel von ^(x'):=(i ist 
Bei der Berechnung des Integrals im Exponenten sind die vei- 
[lenen Integrale, die sich durch die Partialbmchzerlegnng von 
i^ben, mit der durch die jeweilige Wurzel bestimmten Constante 
verknüpfen. 
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(IIa) 



§2. 

Es soll also für (I) das Product y^ y\ eine ganze rationale 
Function sein; demnach setzen wir auf Grund von (3) in (II) 

r 

ü = ]/F{ai) ein und erhalten: 

/ r pin . JT"/^' / fi' \3-l 



4-3V [r^-(r-l)(-^J] +r»(9)"+8V^)^-f-4r»i//' = 0. 



Diese Gleichung ist in x vom (3w+* — 3)*®" Grade; es ergeben sich 
folglich (3n-f-s— 2) Gleichungen für die (w+s— 1) unbekannten 
6, . . . 5„, «0 . . . a,_2. Es sind demnach mindestens (2n — 1) Gleichun- 
gen zu viel vorhanden. Man muss also den Grad von (IIa) um die 
(2w — 1)*® Potenz von x herabzudrücken suchen. Dies ist nicht 
anders möglich, als wenn wir entweder r= 1 setzen, oder die 
Annahme machen, dass F reductibel ist. 
Sei r = 1, so genügt F der Gleichung 

(6) . yiP'"+|y'F"+i(y"-f.8i//)F'-f-2Fi/;' = 0, 

aus welcher man eine Gleichung («4-w — 3)*®° Grades in x erhält, 
deren Coefficienten einzeln verschwinden müssen. Es ergeben sich 
also, (s+w — 2) lineare Gleichungen zwischen den (s+n — 1) Grössen 
ip und Op. Demnach bleibt ein Coefficient, z. B. «,-2, will- 
kürlich, während für a^ erhalten wird 
(A) «0 = — n(nH-s — 2) 

in Uebereinstimmung mit Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 
Bd. I, S. 447, 1878. Die Bestimmung der übrigen Coefficienten als 
Functionen von a,_2 ist leicht. Für « = 3 haben wir die Lame- 
Hermite'sche Gleichung: 



(7) 



bez. -^ = {n(n+l)fp(ur-u^)—h')y für 



dx 



V^x'—ff,x—ff, 



= — du» 



Deshalb wollen wir die Gleichung 

+{—n(n'i'S—2)x'-^+a^x'-^-\ |-a,-2)y. = 

die verallgemeinerte Lame-Hermite'sche Gleichung nennen. 



ine eiDgehendere BesprechnDg derselben erfolgt m den Pars- 
n 6—7. 

§3- 

i sei F(x) reductibel. Wir setzen mit Heim Brioachi 

F(x) = I^Q, 

I P(j!) = arf+^,j:f-'H i-ßf, 

y n ^ rß+ö 
Jsdann geht (IIa) über in 

2y[r'i""Q'4-»-'(3P"Q'+3P'Q"+PQ"')Q* 
_3rCr-l)(PQ"+P'Q')Q'Q+0— l)C2r-l)PQ'T 
-i-3ry'Qtr'/"'G»+r(PQ"+2P'Q')Q-Cr-l)PQ'T 

-^r\y"-i-8tpXrP'Q+PQ')Q'-h4:r't(,' PQ' = 0. 

ochste Potenz von x ist die (j+e+3ff — 3)"; folglich führt 
lleichuug auf (sH~ß+3ff — 2) lineare Gleichnngen zwbchen den 
t-iT — 1) Unbekannten o,. o, . . . o^i; ß, .. .ß^; Y, • • ■ /«n d. h. 

I immer noch (2a — 1) Gleichaugen ni viel vorhaaden. 

ie Gleichung (Üb) müssen wir deshalb durch Q' theil- 

II machen suchen. (IIb) wird nun durch Q' tbeilbar, oboe 
ber r irgend wie verfügt wird, wenn man annimmt, dass ^ 
tional mit Q\ demnach 

s ergeben sich dann (a+ß+ff — 2) lineare Gleichungen zwischen 
+ß — 1) Unbekannten «, - . . «,-;: ß,.-- ß.- Der Ueberschoss 
— 1) Gleichungen wird durch die Annahme o^ 1 vernichtet, 
das Resultat: 

" darf jeden beliebigen fferth haben, wenn y(j;)=0 
istens eine Doppelwunel | besitzt. Dann ist 

bestimmt im allgemeinen sämmtliche Coefficienten 
»i-tioi)oii dos willkürlich bleibenden r; aach färr = l 
oiuor derselben willkürlich sein; im besonderen ist 



(B) «, 
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(r^4-l)(r^-4-l-4-^s— 2r) ^ 



^a 



Dieser Fall definirt die verallgemeinerten Laplace'schen Func- 
tionen. Die Besprechung desselben erfolgt im § 9. 

(IIb) wird weiter durch Q' theilbar, wenn r=l ist. Setzt 
man Q = const., so ist (IIb) mit Gleichung (6) aus §2 identisch; 
setzt man Q = P, also t? == P", so muss nach (5) die Constante C 
gleich Null sein. Im § 4 wird gezeigt, dass dies auf He ine 's Lame- 
sche Functionen (s — 1)*®' Ordnung und erster Klasse führt. 

Fragen wir uns, giebt es nicht vielleicht noch andere Möglich- 
keiten, (IIb) durch Q' theilbar zu machen? Einer solchen Theilbar- 
keit widerstreben die Glieder: 



(12) { 



2g)(r-l)Q'[(2r— 1)PQ"— 3»-(PQ"+P'Q')<3] 

— 3r(»-l)9)'PQ"Q. 

Macht man die Annahme 

(13) y=Q.^ 

so würde der Widerstand des Gliedes — 6r(r--l)y QQ'(PQ"4-P'Q') 
gebrochen sein; sehen wir zu, welche Form die übrigen Glieder an- 
nehmen. Der Rest ist 

(14) (,._i)PQQ'2[(,._2)Q'/-3rQ^']. 

Von ihm ist der zweite Theil offenbar durch Q* theilbar, der erste: 

wird für r = 1, oder für r = 2 durch sein Verschwinden, oder dui'ch 
die Annahme P= Qq die verlangte Theilbarkeit hervorrufen. 

Sei r = 2. Wir haben dann (s+Q+a — 2) lineare Gleichungen 
zwischen (s+q — 1) unbekannten; der Ueberschuss an Gleichungen 
wird für 0*= 1 verschwinden. Daher das Resultat: 

„Ist V = y^y^ = P(4?)]/^— 5 und g) == (a — g)^, so ist (I) 
integrabel. (IIb) bestimmt sämmtliche Coefficienten; der 
erste von ip(£c) lautet: 

(C) a^ - (2g+lX2g + 28-~3) ^ 

keiner dieser Coefficienten ist willkürlich." Wir haben es 
mit den verallgemeinerten Lame- Wangerin'schen Func- 
tionen zu thun. Die Besprechung erfolgt im §8. 



Vierler Theil. 

iei P^ Q.q. Es wird jetzt aber r nicht verßgt Sei q toq 
rclnung k, ao erhalten wir (s+2ff+i — 2) Gleichimgen zwischen 
—1) Unbekannten. Es ergiebt sich also ein Ueberschuss vod 
-1) Gleichungen, ganz so wie beim B^inn unserer UntersuchuDg 
Ib) gezeigt wurde noch vor der Divbioa durch Q'. Man hat 
Lus (IIb) alle diejeDigeD Glieder herauszuheben, welche unter 
oransseteuDg: 

g.= Q.t- P=q.q; v = qQ'*~ 
heilbarkeit durch Q' widerstreben. Als solche ergeben sich: 

-2Cr'-l)(9Q;'+3r(r4-l)(2Q'* = (r-t-l)Cr-H2)*yQ". 

proportional mit Q wire die verlangte Bedingung erfüllt; di«^ 
auf (11) Qud veiter auf eine Specialbirung von (B); aber sie 
auch weiter erfüllt ffir r = — 1 oder r ^ — 2, nnd endlich für 
Q.q,. Id allen diesen FälleD muss offenbar 0=1 sein, um 
lach der Division durch Q' noch vorhandenen Ueberschuss von 
) GleichuQgea zu vernichten. Ffir r = — 1 folgt nun v = q, 
lies gilt offenbar für die verallgemeinerte Lame-Hermite'sche 
LUng; für r ^ —2 folgt v = q^x — ^, und dies führt offenbar 
C), der verallgemeinerten Lame-Wangerin'schen Gleichung, 
lonahme q= Q.q, führt auf (s-k-2a-+-k, — 2) Gleichungen für 
, — 1) Unbekannte; sie fordert also eine Thoilbarkeit von (IIb) 

Q*. Die Untersuchung fördert keine neuen Resultate, denn 
ordert für r die Werthe — } oder — 1 oder — |, was auf (A) 
;C) führt. 

§4. 
)er Vollständigkeit wegen ist es nöthig, noch diejenigen Fälle 
5rtem, in denen die lotegrationsconstante C in (III) gleich Null 
alsdann hat (I) als particuläres Integral Vo und das allgemeine 
■al von (I) lautet: 

D wir c = PQ^ in (III) eiD, so erhält man 
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Diese Gleichung führt auf («—14-2^+20) lineare Gleichungen 
zwischen (s-^lH-^+c) Unbekannten; wir müssen sie also durch 
PQ theilbar ^u machen suchen. Die nicht durch P,Q theilbaren 
Glieder lauten: 



(18) 9(-^(-^-2)PV-P"Q')- 



# 

Es tritt also die gewünschte Theilbarkeit ein 

1) für y = P. Q.t, 

2) für y = PQ'.T, 

3) für P=Q, 

4) für y = P.T und r = ^. 

1) Führt man y = PQt in (17) ein, so ergiebt sich, dass zur 
vollständigen Bestimmung der Coefficienten von t/^W nothwendig r = 1 
sein muss. Es ist also v = P.Q; wir befinden uns im Gebiet der 
verallgemeinerten Lame -Her mit e'schen Gleichung. 

2) Für (p = PQ^T bleibt r willkührlich, also v = PQ*" . Der 
erste Coefficient von xp(/c) ergiebt sich 

rm n — (^g+o')(^g+o'+r8— 2r) 

auch die übrigen sind Functionen von r. 

3) Für P = Q ist r = 1 zu nehmen, um den üeberschuss Von 

C dx 
Gleichungen zu vernichten. Also i? = P'; y = GP-\-&P\ -== • 

*^ Pyq)(a) 
Das particuläre Integral y^ = P ist wegen /• = 1, also 

«ö==— e(e-+-«— 2), 
Heine's La nie 'sehe Function erster Art der ersten Klasse; das zuge- 
hörige y, ist, wie Heine gezeigt hat, frei von Logarithmen; es ist 
das Litegral der zweiten Art. Sämmtliche Coefficienten sind voll- 
ständig bestimmt. 

4) Wenn y = P.r und r = ^, so ist v = PQ^ d. h. wir be- 
finden uns wieder im Gebiet der verallgemeinerten Lame-Herm.ite- 
schen Function und zwar liegt der besondere, von Heine ins Auge 
gefaaste Fall vor, dass v durch einen ^quadratischen Factor theilbar 
ist. Es ist 

da 



y=GQyP-^&Q]/pj- 



PQ'V^C^) 



■ Vierter Theil. 

lan Q-\-2o= n, so ist «„ = — n(n+s — 2); die äbrigen Coef- 
D sind fest bestimmt; da P irgend ein Theiler von g> ist, so 
isn mit Heine so viele Klassen von Lame'schen Fanctioneo 
beiden, als g> solche Theiler hat — die erste Klasse derselben 
)en ia 3) definirt worden. Aof diese Verhältnisse zuerst hin- 
n zu haben, namentlich da«s bei Heine «^yj einen qua- 
len Factor enthalten muss, ist das Verdienst des Herrn Fuchä. 
I, Ueber eine Klasse von DifFerentialgleichuDgen u. s. w. Göt- 
Nachrichten, 1878.) 

§5- 
ir fri^en uns, ob nicht in dem Ausdruck 3) für F auch ne- 
Potenzen zulässig sind und welche Veränderungen unsere B«- 
durch diese Annahme erleiden. Wir können uns F dann auf 
■m gebracht denken 

iine ganze rationale Function bedeutet, die in ihrer Gestalt mit 
iiheren F identisch Lst. Die Gleichung (IIa) heisst alsdann: 

= 1 und o, = 0, wodurch keine Beschränkung der Allgemein' 
ntritt, ergiebt sich für die verallgemeinerte L&me-Her- 
che Gleichung: 

«0 = — «oCn — t)Cn— £+s— 2), 

flu der Coefficient von x' in y(ie) ist. 
an erkennt also, ' dass unsere Integratioosmethode versagt, wenn 
) bt — es ist dies ein Grenzfall, der z. B. bei den Punctioneu 
ptischen Cylinders eintritt. Die weitere Fortführung der Ünter- 
g erfordert wieder 
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(9a) S = i^Q 

zu setzen. Damit die Zahl der Bestimmungsgleichungen nicht grösser 
sei als die der zu bestimmenden Constanten, ist entweder 

anzunehmen^ dies führt auf die verallgemeinerten Laplace- 
schen Functionen, für welche 

die Constante 

ist; oder aber es ist . 

(13) (p = Qt(= at) 

zu setzen, und dies führt auf die verallgemeinerte Lame- 
Wangerin'sche Gleichung, für welche 

(6) a, = -% (?+ ^) (e+ ^-hs-2) 

ist. Eine eingehendere Besprechung behalte ich mir vor. 

§6. 
Die verallgemeinerte Lame-Hermite'sche Gleichung. 

Herr Her mite ging bei seinen Untersuchungen von der Glei- 
chung aus: 

— Y = {n(n-i-l)Ä;'sin'amM+A*jy. 



< 



Schreibt man statt dessen 

A 
du 

und setzt 



!^ = {;^(n+l)(-^^)sin^am(V.-.,t., k)^h^]y 



X — e^ =(^3 — ^j)J'am(y^i — e^u^ äj), 

X — e^ = (^3 — ^2)cos'am()/^, — e^u^ A), 

x—e^ =(^3— ^3)sin'^am(|/^j— ^jt^, *), 
wodurch 



■» 



» 



Vierter Tbeil. 
geht die obige Gleichung über in 

I — |n(n+l)(ar— e,)+A'|t, = 0. 

1 wird die Gleichung 

ie Substitution (cf. Brioschi, Comptes Reudus, T. 85, 1877) 
x—e^ = («,— cJm'Q/s,— s,«, f), 
X — e^ = (e, — e^cn*(^e, — e,«, f), 
» — f, = (e, — e,)(in'(yC| — «,w, (f), 

a: = |i.Cu±:a>'|?,, <7,); *" = ^*_^' 

ibeigeführt. 

I das Verhalten vod y in der Umgebung der unendlich fernea 

u studiran, betrachtet Herr Hermite die Gleichung 

f* =(„(„+!) (i=i) jj= +4-1j,, 

ITir 



=(',-«.)- 



'■cv;:=^», i) 






.-(',-'.)- 



• - = K.!y.,...); f = ^ 

ll>CTg<^ht. D^halb haW Jrh (T) die algebraische Normal- 
lor Laniö-Herniito'schen Gleichung genannt ifnd dadurch 
ligt !iioh wohl auch die Beieichnung der Gleichung 

verallji^nuMU^rteu Lame-Uermite'schen. s ^ebt die 
E von f(jr) au; (,lVa) siellt das Integral von (8) dar, wenu 
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V eine ganze rationale Function n**' Ordnung ist, deren Coefficienten 
im Verein mit denen von y^^) durch (6) definirt werden als Func- 
tionen von «8-3? des einzigen willkürlich- bleibenden. Im Fall des 
§4 Nr. 3) und 4) ist kein Coefficient beliebig, sondern es wird auch 
a,_2 bestimmt und zwar als die Wurzel einer Gleichung n*®" Grades. 
Diese letztere Gleichung, welche nach Heine die Individuen, die den 
einzelnen Klassen von Heine's Lame'sehen Functionen angehören, 
bestimmt, findet sich für einzelne Fälle bereits bei Lame und Heine 
vor. Vergl. F. Klein in den Math. Ann. Bd. 40, 1892. 

Es ist nun klar, dass wenn die Gleichuug (8) für die im End- 
lichen gelegenen singulären Stellen in geschlossener Form intögrirbar 
ist, sie es auch für die unendlich ferne Stelte sein muss, wenn auch 
vielleicht mit der Einschränkung, dass a«-2 nicht mehr willkührlich 
sein darf. Die nachstehende Behandlung der zum Punkte ^ = oo 
gehörigen Differentialgleichung verhält sich zu der von Herrn Her- 
mite herrührenden, .wie die Arbeiten des Herrn Brioschi über die 
Lame'sche Gleichung zu denen des Herrn Hermite. 

Wir merken zuerst an, dass die zum Punkte a = w, wo w eine 
Wurzel der Gleichung (p(ai) = ist, gehörige determinirende Funda- 
mentalgleichung für (8) lautet: 

• 

g(g^l)+^g = 0, 

d. h. die Wurzeln sind und ^, und die Punkte w sind folglich 
ausserwesentlich singulare Stellen für den Giltigkeitsbereich des Inte- 
grals. Wir führen in Gleichung (I) die neue Veränderliche t ein, 
definirt durch 

(19)' r = ±, 

setzen 
(20) I ^'^^^ "^ 4(a,T*4-a,-iT'-^-f-...-|-a,'r+l); 

und erhalte 
(21)TV.(T)^+i(>y;(T)+Ty,(T)[4-8])^+i/;,(% = a 

Der Coefficient von -p- ist hier noch nicht der halben Ableitung 

des Coefficienten von , ^ gleich, deshalb gehen wir zu der Func- 

Haentzschel, Rednction der Potentialgleichang. ß 



tion i über, welche mit j/ dea Zusammeohang hat: 
(22) !, = «.'"!"' 

und bekommeQ: 



(24) 





-w-5i-ft»-w^-i 


" 


TJZ = 


' 


*(»)= 


»V,W = 4«'('".i'+".- 


IT* 


-'+■ 


■+",1+1) 


«•(.)= 


-^^.«-^ 


II 


'»',(')+V.W ■ 


= 


(^,,.,<^ 


o.- 


,,-. 






+(V »,,+«,-. 


)•■ 


-'+■ 


.+(.-Ä 



-Sil 



ist. Wir bilden zunächst die determinireude Fandamentalgleichiuig 
von (V), Sie lautet: 

(25) 4j(j-l)+4s+<.--&=S. = 0, 

oder wegen 

a^ = —n(n+a—2), 

4/ = »(»+,-2) + -Ö=?i = (»+i-l)'. 

Also ist die Differenz der Wurzeln von (25) 

(26) S',-A = »+-|-l- 

Da nun n und s ganze Zahlen aiud, so wird die unendlich ferne 
Stelle o: = oo, bez. T- ^ aussetweseutlich singuiär sein, wenn 
& eine ungerade Zahl, also ^i^) von ungerader Ordnung (bei Herrn 
Hermite ist s ^ 3), wesentlich singuiär sein, wenn s eine gerade 
Zahl, also g>(x) von gerader Ordnung ist. Im übrigen hat z den 
Charakter einer verallgemeinerten Laplace'schen FuDCtion. 

Nun ist (V) vom Typus (B) (§ 3); ihre Integrale können daher 
sofort formell niedergeschrieben werden; aber es tritt, wie eben aus- 
geführt, eine Spaltung dieser Gleichungen in zwei Klassen ein. Sobald 
5p(j) von ungerader Ordnung ist, bleibt tc-i willkürlich, trotadem in 
§ 3 beim Typus (B) gezeigt war, dass sämmtUche Goefficienten fest 
bestimmte Werthe haben; es erscheint dies erklärlich, da (I) und 
(V) nur aussorwesentlich singulare Stellen haben. Sobald tpfäi) von 
gerader Ordnung ist, bleibt a,-i ebenfalls willkürlich; es hat dies 
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wohl darin seinen Grund, dass die wesentliche Singularität von ^ = 00, 
r = den Charakter von e^ und nicht von logO hat. Der Beweis 
dafür, dass a«-2 willkürlich bleibt, wenigstens in den einfachsten 
Fällen w = 1, s = 3 und w = 1, 5 = 4, soll im § 7 erbracht werden. 
Es ist möglich, die Differentialgleichung (V) in eine andere über- 
zuführen, bei welcher der Grad aller Coefficienten um eine Einheit 
geringer ist. Sei wieder ^ eine Wurzel der Gleichung y(^) = 0, 
also ^('2^) ^ 0, so mache man in (V) gleichzeitig die Substitutionen 



»-2 



(28) 2 = y,(H-?«;)S 

und man wird erhalten: 

^ *.(e)^+i*;(e)^+«'.(?)y,=o, 

wo 

(29) #.(.) = ^' (yW^-^- ^V'+--H^^ ^4- 5^) 



(30) 






(s— 3)! ^"^ («—2)! ' 
und daher 

ist. In der That ist der Grad von *i(^) nur der«(5+l)*® gegen den 
(8+2)*" von *(t) und dementsprechend ist der Grad von ^,(^) nur 
der (5-^1)** gegen den s*®" von ^(t). 

Fassen wir nun (19) und (27) und auch (22) und (28) zusammen, 
so besteht die Beziehung 

(31) X = w 



»-2 

»-2 



(32) y==y^{i;)\ d.h. y = y,e's 



6 



♦ 



-5 



r 



84 Vierter Theil. 

mit deren Hilfe man die Gleichung (I) auch direkt hätte in (TI) 
fiberfohren können. Da dem Werthe a? = — oo die Stelle ^ = ent- 
spricht, wie aus (31) folgt, so stellen (V) und (VI) die Differential- 
gleichung der verallgemeinerten Lame-Hermite'schen Function in 
der Umgebung der unendlich fernen Stelle in zweifacher Form dar. 
Was Yon dem Charakter der Singularität von t = gesagt wuide, 
gUt wörtlich für die Stelle ^ = 0. Auch (VI) ist vom Typus (B) (§ 3) 
und ihre Int^;rale können daher nach (IVa), (9) und (11) sofort 
niedergeschrieben werden. 

§7. 

•a) Es sei n = 1 und s = 3. 
Die Lame-Hermite'sche Gleichung lautet: 

Das Product »=^y, y, ist: » = ar-f-ft. a, ist willkürlich; 
ß^ ist gleich a,. Die zugehörige Gleichung (Y) heisst: 

(Va) K'(-f ^-f H^+K-55..x^-4,..»+8.)| 

Nach § 3 (B) ist: 

i_ 
© = 2,2^ =(T?H-./j;Te-iH hße)T''. 

Weiter ist 



«.= (?+v)(e-h^V5-2) = i, 



d.h. 



pH-l = _|±l. 



Bezeichnet man — ^ »'— ^ v'+i mit S, so hat (üb) (§ 3) die 

Gestalt: 

2r'T«SP"'+3rVP"|2S(r-4-l)-|-rTS'} 
(IIb) +rirP'{2S(r»H-3r-t-3)+2rTS'(2r-4-3)-|-rV«S"H-2r»9i} 
-HP{2S+TSV(r+3)-|-rVS"4-2«»r»-4-r»«»'T} = 0. . 

Die Constante gleich gesetast, eigiebt: 

l+r'(— J) = 0, d.h. r = ±|. 
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Da Q eine positive Zahl sein muss, so lassen sich die Gleichungen 

1 1 

Q-i = — f =tl und — = ±f nur für r = — |- und ^ = 1 ver- 

einigen. Demnach ist P= T+/SJ und also ^ == w = 1. 
(üb) vereinfacht sich dadurch bedeutend und führt zu 

Aus ihr folgt nur. a^ß[ = 1, d. h. Oj bleibt auch für (V) will- 
kürlich. 

Die Differentialgleichung (Va) ist in der Literatur bereits aufge- 
treten; sie ist ein specieller Fall der Wangerin-Darboux'schen 
Gleichung der Cyclidenfunction (Wangerin, Crelle's Journal, Bd. 82, 
1877; Darboux, Comptes Rendas, Tome 83, p. 1037—1040, 1876). 
Herr Darboux berichtet, dass es ihm nicht gelungen sei, für die 
allgemeinere Gleichung Resultate zu erhalten, ähnlich denen, die Lame 
für seine Gleichung erhielt; für die vorliegende specielle Gleichung, 
die nach unserer Definition eine Lame 'sehe Function vierter Ordnung 
von besonderer Art darstellt, ist die Integration durch die Bestim- 
mung von r, Q und P geleistet. 

b) Es sei n= 1 und 5 = 4. 

Die verallgemeinerte Lame-Hermite'sche Gleichung lautet: 

4(«*+aj ay'-haj, ^'-l-a, a:+a,) ^ -hK16^'-+- 12a, «'4-8a, «4-4a,) ^ 

-f-(— 3^'+ai«+a,)y = 0. 

Aus Gleichung (6) (§ 2) folgt: 

a, = -3; a, =2ft— 2a,; «, = -a,-/Sj+a,ft ,• 

wenn y,y, z^a+ß^. Es bleibt also a^ willkürlich. Die zuge- 
hörige Gleichung (V) lautet: 

WO • 

S = a^T*+a,T'+ajT"+ajT4-l, * * 
^(t) = 3a^T*-|-2a,r'-i-(a3 4-a3V-4-a,xr+ao— 1- 

Für dieselbe ist 0,2, == Pt!: = (r^-h/^Ir^-'H ^-i3^>^ 



86 



Vierter Theil. 



<5 



tf 



Aus 

«. = -(e+y)(e+y+6-2) = 3 folgt e+l = -2±l. 

Andererseits ist aus (IIb) zu schliessen: lH-r'(aQ — 1) = 0, oder 
4r' = 1, r = it^. Beides lässt sich nur für r == — i, ^ = 1 ver- 
einigen, sodass Q =z n = 1 ist. Demnach ist P = ^-f-/?i. Die 
Gleichung (IIb) lautet: 

2S(ir-h8iJ;)— 2t(t-4-5/9;)S'-|-t'(t-4-2/J;)S" 

-h2(ir+2/S;)«J(T)— T(ir+/S;)«»'(r) =0. 

Aus ihr ergeben sich nur die beiden Gleichungen 

«1-4-2/?; («,+«,) = und 2aj /S^-hai/?; = 2. 

Werden die obigen Werthe von a^ und o, hierin eingesetzt, so erhält 

man ß[ = -3- und die zweite Gleichung erscheint als Folgerung der 
Pi 

ersten, d. h. a^ bleibt nach wie vor willkürlich. Was hier far 
specielle Werthe von n und s bewiesen worden, gilt ganz allgemein. 
Wir schreiben die Gleichung (V) noch nieder für s = 3 und 
beliebige Werthe von n. 



(Va) 






dz 
dt 



^ 9^ ffz 9z / 



Auch deren Integration ist also geleistet, da 
ist. 



r 



§8. 

Die vorangegangenen Gleichungen enthalten das ganze Material 
zur Beurtheilung des Verhaltens der Integrale der verallgemeiner- 
ten Lame-Wangerin'schen Functionen in der Umgebung der 

singulären Stellen. Setzt man in (I) für a, ein - C^g+l)(2|-^28^3) ^ 

so sind die Stellen x = w^ wo w eine Wurzel der Gleichung 
fpQc) = ist, wiederum ausserwesentlich singulär. In Betreff der 
unendlich fernen Stelle lautet das der Gleichung (25) entsprechende 
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Resultat: 
(25') 

daher 
(26') 



f 16/ = (2^+8—1)' ' 
9 



_ . (2^+3-1) 

~ 4 



9—9^ = Q+ 



s—1 



Wenn daher der Grad s von (p(x) eine gerade Zahl ist, so 
ist ^c = oo ausserwesentlich singulär, wenn s eine ungerade 
Zahl ist, so ist ^ = oo wesentlich singulär. Der Fall eines 
(pQc) von gerader Ordnung hier würde also dem eines ^(w) von un- 
gerader Ordnung bei den Lame-Hermite'schen Functionen ent- 
sprechen; aber es ist doch ein wesentlicher Unterschied zwischen 
beiden Arten von Differentialgleichungen; bei Herrn Her mite ist für 
s = 3 der Parameter h willkürlich und darin liegt zum Theil die 
Bedeutung seiner Arbeit für die mathematische Physik, bei der ent- 
sprechenden Lame-Wangerin'schen Function für s = 4 sind alle 
Coefficienten von tp(ai) bestimmt. 



§9. 
Die Resultate (A) des § 2 und (C) des § 3 sind in so fern neu, 
als sie bisher nur für s = 3 bekannt waren. Das Resultat (B) ist 
völlig neu und es erscheint daher angemessen, seine Richtigkeit an 
einigen speciellen aus der Literatur bekannten Differentialgleichungen 
darzuthun. Wir legen dazu die Gleichung 



(33) 



d'y 



-h 



\ (p x — e J 



dy 






e = e^ oder e^ oder e^; tt, a, ß Constanten; 

zu Grunde, welche die Lame-Hermite'sche, die Lame- Wangerin- 
sche, die Hermite'schen Gleichungen (Crelle's Journal, Bd. 89), 
die Gylden'schen Gleichungen (Comptes Rendus, Februar 1880) und 
die Brioschi'schen aus Annali di Matematica, IL Reihe, Bd. 9 — 10 
in sich schliesst. Herr Brioschi hat Gleichung (33) in dem Auf- 
satze: Sur une classe d'equations differentielles lineaires du second 
ordre, Comptes Rendus de TAcademie des Sciences, Bd. 91, S. 317, 
Paris 1880 betrachtet und seine Resultate werden als specielle Fälle 



* 
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Vierter Theil. 



< 



1 

1 



/ 



ans dem unsrigen fliessen. Zuerst müssen wir (33) auf die algebra- 
ische Normalform (I) bringen. Man kann methodisch zeigen, dass 
dies auf unendlich yiele Arten möglich ist; wir wählen einen Weg, 
der zu möglichst einfachen Resultaten fuhrt, indem wir setzen: 

(34) * y = z(x—e) * . 

Alsdann genügt z der Gleichung: 



(35) 



spC«— «) -^ -hKsp'C«— O+SP) -^ 



{[ 



+ 1 a-4- 



(l-7r)(3-h^) 



I «'+7it, x+m^ 1 21 = 0, 



wo q>{x — e) proportional mit {x — «a)', ^i ^u^d ^j Constanten sind. 
Da der Grad von ^(x — e) der vierte ist, so ist nach (B) 



«o = -(?+t)(^+I^-2)' 



folglich: 



(i-7rX3-|-7r) 



d. h. 
(36) 



-(.+!)(.+ 1+2)=« 



« = -l?+T + T+TJl^+^— 2+TJ- 



Es ist daher für (35) z^z^ = P(x)(x—ey^ wo P von der ^*®" Ordnung, 
r ganz beliebig ist. /S, w^, m, und die Coefficienten von P 
sin\l Functionen des im allgemeinen willkürlich bleiben- 
den r. 

Oben war darauf aufinerksam gemacht worden, dass für r = 1 
trotzdem einer der Coefficienten willkürlich bleiben kann. Dies tritt 
ein, wenn Q nicht ein Theiler von (f(x) und von der ersten 
Ordnung ist, während, wenn Q ein Theiler von ^(x) und auch von 
der ersten Ordnung ist, die Zahl der Gleichungen derjenigen der 
Unbekannten gleich ist. 

Hier ist Q = x — 0, also ein Theiler von 

^(x—e) = 4t(x—ex)\x—efj)(x—ey)\ 

Wird daher in (36) für r ein specieller Werth gesetzt, so sind 
sämmtliche Constanten in P(«), dazu /S, w^, w, fest bestimmt. 
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Setzen wir mit Herrn Brioschi 



(1) 



2 

-j— — , seist a = — ^(^-f-TT-f-l); 



(l-rt) 



r = 1, so ist a = — J(2n--7r-4-l)(2n+7r-i-3); 

s—n 

Q+t] z,z, = P{x){x—ey, y,y^ = P{x){x—e)~^, 



ir= 1, 
l n = 



2 

■T — — , seist a = — (^— 7r4-l)(^4-2); 

(3) ' ^—^ 



l-n 



Alles dies ist in üebereinstimmung mit den Angaben des Herrn 
Brioschi. Für 7r = ist in (1) a = — n(n+l)] (33) ist mit der 
Lame-Hermite'schen Gleichung identisch, daher ß willkürlich; dass 
in (3) für 7c = 2 ein Coefficient willkürlich bleiben soll, ist irr- 
thümlich bei Brioschi. Hervorzuheben sind die Sonderfälle 7t =1 
und TT = — 3; alsdann hat (35) ein einziges algebraisches Integral, 
nämlich z^ = yPQß) bez. {x — e)'^^yP(x). Der Coefficient von z in 
(35) hat die Eigenschaft für ex = ^^ durch (x — ex) theilbar zu sein; 
wäre dies nicht der Fall, so könnte (35) auch noch mit der im. 
sechsten Theile zu behandelnden Heine 'sehen Function identificirt 
werden. Für ex = e^ ist die Stelle ^ = ^ in (f(x — ^) eine dreifach 
zu zählende; z ist dann eine Cylinderfunction; wir handeln 
davon. im fünften Theile. ■— 

§10. 

Wir zeigen jetzt noch, dass die Gauss'sche hypergeometri- 
sche Reihe, die Riemann'sche P-Function mit drei singu- 
lären Stellen und die Heine'sche Kugelfunction höherer 
Ordnung sämmtlich durch Laplace'sche Functionen dritter 
Ordnung darstellbar sind. 

Die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe lautet: 

Setzen wiiv 

i-y r—a—ß 

F(a, ß,y,x) = y = zx^- (1— «) 2 ^ 



i 



m 



< 






If 



r 
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so genügt 2 der Gleichung: 



Vierter Theil. 



(37) 



4^'(l-ar)'4i+4^Cl-^)(l-2^) "^^ 



-(y-«-^)'-i]^-(i-y)*N = 0. 

Dies ist offenbar in unserer Bezeichnung eine Laplace'sche Function 
dritter Ordnung; sie hat die drei für die hypergeometrische Reihe 
charakteristischen Parameter X = l—y, fi = «— ft v = y—a^ß, 
welche in der Untersuchung des Herrn H. A. Schwarz auftreten. 
Zugleich ist z eine Riemann'sche P- Function mit drei singu- 
lären Stellen, aber von besonderer Art. Wir zeigen, dass jede 
Riemann'sche P- Function durch unsere Function z dargestellt werden 
kann. Eine solche genügt bekanntlich der Differentialgleichung: 



. Mf^b'a}'—(aa'+bb'--cc')a+aa')P = 

und ist durch die hypergeometrische ; Reihe F(a;) darstellbar in der 
Form: 

j^fa b c \ 
W V c' ^) "^ const..^(l— a;>F(a-|-i+c, a-f-J'-f-c, a— a'-f-l, x). 

Setzen wir also oben 

a = a-hb'-hc, 
ß = a-hb-i'C, 

so erhalten wir 

(a b c \ «'-*-^ 

^f y ^f «j = Consta; 2 (\—x) 

oder, da bei Riemann 



a'4-a-H&'H-ft— 1 



a'-ha-i-b'+b-hc'-hc == 1 



sein muss, 



ti>h 



a'-\-a 



c'-\-c 



const.Ä? ^ (1 — x) 2 z^ 



wo z das Integral der Gleichung 

d^z 
(38) 



dz 



+[(«'-a)'+(i'-6)'-(c'-c)«-l]«-(a'_a)»)2 = 



V 
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ist. Um dieselbe mit der aUgemeinen Gleichung der P-Function zu 
identificiren, muss man in letzterer 

a'+a = 0, V-hb = 1, folglich c'+c = 

setzen. Demnach ist unsere Function z darstellbar durch 



=H-. lU 1, ')■ 



Fragen wir uns, wann ist das Product («, 2,)'" der r'®" Potenz zweier 
particulären Integrale der letzten Differentialgleichung eine ganze 
rationale Function von ^, so haben wir dazu die Gleichuug (IIb) an- 
zusetzen. Für 



ergiebt sich: 



also 



z^z^ == (Ä?-f-6jd;?-^H hbo)a 



2 1 

a — a === A = — , 

r 

b'-^b = fl = Q+ — -\-l, 

r 



[l-A»'] = -(?+|)(?+|+2), 



während die Coefficienten 6, und i; = c' — c durch p+1 lineare Glei- 

1 • . . 

chungen als Functionen von q und — bestimmt sind. Ein Vergleich 

mit der Tabelle des Herrn Schwarz (Grelle 75) zeigt, dass es sich 
bei unserer Integration namentlich um Fälle aus den cyclischen, 
den Dieder- und den Tetraedergruppen handelt (vergl. Felix Klein, 
Vorlesungen über das Icosaeder, Leipzig 1884, Abschnitt I, Kapitel 3). 
Wir werfen zum Schluss noch einen Blick auf die Arbeit des Herrn 
Ulbricht, Studien über die Kugel- und Cylinderfunctionen, Halle 
1887 (Bd. 52, Nr. 1 der Nova Acta der Kaiserl. Leopold. -Carolin. 
Deutschen Akademie der Naturforscher), in welcher He ine 's Kugel- 
function höherer Ordnung zum ersten Male mit der Riemann 'sehen 
P-Function in Beziehung gesetzt wird. Heine's Kugelfunction n^^ 
Ordnung mit dem Index v und von der Stufe fi ist ein particuläres 
Integral der Differentialgleichung: 

»-'■)-^— ('-'■) 4 

\v{v-\-n—\){\—x'^—H{H+n—2)\y = 0, 



2 Vierter Theil. 

'0 Herr Olbricht näter fi, v, n sich ii^od welche Zahlen gesetzt 
enkt (vgl. Heine, Die specielleu Lame'schen Functionen erster Ait 
on beliebiger Ordnung, Crelle's Journal, Bd. 62 und Handbuch der 
Li^elfunctionen, Bd. I, S. 450), doch «ad die ju, v, n bei Heine 
anze Zahlen. 

Herr Olbricht zeigt, „die Eugelfunction n**' Ordnung mit dem 
»dex V, von der Stufe p- geht aus der P-Fnnction 

I— 1 , oo +1 I 
_i?L /+l _X 
2 *^^ 2 I 

eiche die Eugelfunction zweiter OrdDung mit dem Index v' und von 
er Stufe /i' darstellt, hervor, wenn man dariu substituirt 
.-2 . , n-'-l 



= li-\— 



nd die so erhaltene Function mit (1— ic') ♦ multiplicirt". 

OJfenbar ist also Heine's RugelfuDction höherer Ordnung 
ur eine Laplace'ache Function dritter Ordnung, oder wen^- 
;ens durch dieselbe darstellbar, und kann also mit Heine's Lame- 
chen Functionen höherer Ordnung keinesfalls in Parallele 
reten. Herr Olbricht hat dies nicht erkannt. Aus der obigen 
•ilTerentialgleichung leitet er nämlich durch den Mehler'achen Greni- 
bergang eine Differentialgleichung her, welche ai^eblich-die Cytinder- 
mctionen höherer Ordnung definirt; sie lautet: 

[89) *--gi-+(p-l)*-^ + |*>-™(™+j,-2)|j, = 0. 
etzen wir aber y ^ * ^ 3, so ergiebt sich für z die Gleichung: 

. h. die Gleichung der Bessel'schen Transceudente vom Index 
i+-^ — 1. Einer solchen Function y, die durch die Cylinderfunc- 
onen zweiter Ordnung in so einlacher Weise ausdrückbar ist, den 
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Namen „Cylinderfunction höherer Ordnung" beizulegen, geht doch 
nicht gut an. Wir werden unsere Definition der Cylinderfunction 
höherer Ordnung im fünften Theile geben und legen das Hauptgewicht 
auf das functionentheoretische Verbalten der Function y an der Stelle 
^ = 00, welche wesentlich singulär und im besonderen eine Stelle 
der Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung, in der Terminologie 
des Herrn Fuchs, sein muss; dazu ist, wie bei den Lame 'sehen 
Functionen höherer Ordnung, in der algebraischen Normalform der 

Coefficient von -r^ von der «*®° Ordnung, wenn die Cylinderfunction 

von der (s — 1)*®° Ordnung gei^annt werden soll. 

Zusätzlich gedenken wir im Anschluss an Gleichung (11) im § 3 
noch ^es besonderen Falles der verallgemeinerten Laplace- 
schen Functionen, der namentlich für die Riemann'schen P-Func- 
tionen maassgeblich ist. Ist 

(11') , 9 = Q'4= (*-l.)'(^-?,)M, 

wenn also er =2, so ergiebt (IIb) im Ganzen (s+ß) Gleichungen 
zwischen den («4-^) Unbekannten «<,... a,_2 ; ß^ . . .ß^ und r, welches 
letztere alsdann völlig bestimmt ist. 



Pflnfter Theil. 

lie FonctioneD des eUiptischeD nnd des Kretecylinders. 
§1- 

Differeutülgleichung des Potentials - ^ - , - H — s— j — h ^,> = *^ 

h bekanntlich auf gewöhnliche Dilferentia^leichimgen redu- 
ch bei Körpern, die von Cylinderflächen zweiten Grades und 
i diesen durch die TransfonnaÜOD mittels reciproker Radien 
aden b^renzt sind. Man gelangt hierbei') auf DifFereatial- 
gen von der Form: 

a«> L V ZOT« / J 

lach Heine die Functionen des elliptiscben Cylinders 
I. Im besonderen hat Gleichung (1) den Vorzug, dass sich 
alle Differentialgleichungen herleiten lassen, die den einzel- 
ersuchungen zu Grunde gelegt sind, welche sich mit den eben 
;d Functionen beschäftigen, ja für <r =: oder ß = stellt 
)ifrerentialgleichung der Bessel'schen Functionen mit dem 

Qt -%—^ bez. —^ — — dar, für m = jedoch geht sie in 

rentialgleichung der Functionen des parabolischen Cylin- 
er. h und i' sind unbestimmte Parameter; von v wissen wir 
äs OS ganixahlig ist, wenn «s sich am einen Ereiscylinder 

•rgl. uieiui> Abbandluug im Pro^mm des Realgjmnssinms zu Duisburf, 
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handelt, wenn also gleichzeitig a = oder ß = ist. Die Functio- 
nen des parabolischen Cylinders sollen von der Betrachtung hier aus- 
geschlossen werden (man vergj. meine Abhandlung in;Schlömilch's 
Zeitschrift, Jahrgang 33, 1888). 
Setzen wir in (1) 

(2) a = ^^-^ 

und machen 

(3) x = d" 
zur Unabhängigen, so entsteht: 

Die Integrale dieser Gleichung haben die singulären Stellen a? = 0, 

aß . 
X = —^ und Ä = oo. 

Entwickelt man die Integrale in der Umgebung der im Endlichen 
gelegenen singulären Punkte in Reihen, so schreiten dieselben, wenn 
ßz='a gesetzt wird, wie bei Herrn Lindemann entweder nach 
Potenzen von sin(mio) oder nach Potenzen von cos(mv}) oder, wie 
bei Heine (Handbuch der Kugelfunctionen), bei Mathieu und Herrn 
Lindstedt, nach den sin bez. cos von geraden bez. ungeraden Viel- 
fachen von (mw) fort. Die Integrale in der Umgebung der unend- 
Kch fernen Stelle darzustellen, habe ich in dem schon erwähnten 
Schulprogramm von Ostern 1889 (hier findet sich auch eine genaue 
Uebersicht über die Literatur) versucht; es sind das irreguläre Inte- 
grale, welche in Thome'sche Normalintegrale übergehen, ^enn eine 
gewisse Bedingungsgleichung B = erfüllt wird, zugleich ist jB = 
die Bedingung für die Convergenz der Reihen, obgleich eine exacte 
Untersuchung dieses letzteren Punktes bei dem gegenwärtigen Stande 
der Theorie noch nicht ausführbar ist. 

Abseits von den eben genannten Abhandlungen von Lindemann, 
Heine, u. s. w. steht die Arbeit des Herrn Bruns^- Herr Bruns 
entwickelt die Function z der Gleichung (1) nach Potenzen von 

z = g'i"« 2! r^e"^"^ 

n= — 00 



*) H. Bruns, üeber eine Differentialgleichung der Störungstheorie. Astrono- 
mische Nachrichten, Nr. 2533 (1883) und Nr. 2553 (1884). 



Fünfter ThBÜ. 

I sacht Dachher die ConstaDte /a zu bestimmen, für die er, 
m ein Existenzbeweis für das Integral von (1) geführt worden, 
anacendente Gleichung findet. Leider stellt das den Sachvet- 
cht richtig dar; dies veranlasst uns, die Untersachung noch 
zu führen. Uns«r Resultat ist: Entwickelt man z nach 
in von e™'"", so ergeben sich zwei Fundamentalaysteme — also 
.rticuläre Lösungen — von irregulären integralen, die natürlich 
divergente Reihen dai'gestellt sind. Die Bruns^sche Constante 
den Werth ^. Die Bruns'sche Bedingung^leichung bestimmt 
i, sondern sie giebt, wenn erfüllt an, dass die irregulären Inte- 
a Normalintegrale übergehen ; alsdann treten die beiden ersten 
lären Lösungen der genannten zwei Fundamentalsysteme zu 
einzigen Fundamentalsystflm zusammen, zu dem von Herrn 
abgeleiteten. Die höchst scharfsinnigen, aber complicirteo 
mungen der Coefficieoten r„ bei Herrn BruuB lassen sich end- 
rch einfachere ersetzen. 
ir führen also in die Gleichung (1) als Unabhängige ein 

u ^ e'" 
wir unbeschadet der Allgemeinheit m= 1 setzen. Man erhält ' 

» IW +" -ST - Lt (^" -"^ +' « J ' = o- 

Endlichen gelegene singulare Stelle u ^ im GUtigkeitebereich 
egrals dieser Differentialgleichung ist nach Herrn Fuchs") eine 
der Unbestimmtheit, also eine wesentlich singulare, was man 
erkennt, dass einerseits der Grad der Vielfachheit der singu-. 
teile die Ordnung der Differentialgleichung übersteigt, anderer- 
:;h für (6) eine determinirende Fundamentalgleichung im Fuchs- 
3inne nicht bilden lässt. 

m gleichen Charakter hat das Integral in der Umgebung der 
ich fernen Stelle. Denn wir haben nur 



r Unabhäi^igen zu machen und wir erhalten: 

.d-'z , 



-[-tC?-««')'+vv]^ = o, 



j. Fuchs, Ueber die Werthe, welche die Integrtde äiner DifferenHi]' 
lg erster Ordnung in singulären Punkten annehmeii können. Sitzimgs- 
der Berliner Äkftdemie d. Wissenschaften vom 11. Harz 1886. 
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d. h. entwickeln wir das Integral von (6) und vertauschen wir nach- 
träglich a mit |S, so haben wir zugleich die Darstellung des Integrals 
in der Umgebung der unendlich fernen Stelle. Daran knüpfen wir 
eine weitere Bemerkung. Offenbar ist z in Gleichung (6) für a = 
und bei beliebigem Werth von v die Fourier-Bessel'sche Trans- 
cendente: 

und bei ganzzahligem v ist 



= ö^.(^)+ex(^). 



Aus (8) aber lesen wir ab, dass mau für a = und bei beliebigem 
Werth von v die Bessel'sche Function: 

\ 2iu J \ liu ) 

und bei ganzzahligem v 



\ ztu ) \ 2tu ) 



erhält. Die zuletzt hingeschriebene Function ist bekanntlich bei sehr 
grossen Werthen von u durch eine semiconvergente Reihe darstellbar; 
demnach haben die Integrale von (6) die weitere Eigenschaft, bei 
ganzzahligem Werthe von v und verschwindendem a in der ganzen 
Ebene giltige Reihenentwickelungen zu liefern, bei ganzzahligem v 
und verschwindendem j? hingegen in semiconvergente Reihen über- 
zugehen, deren Benutzung nur bei kleinen Werthen des Arguments 
gestattet ist. Daraus ist zuschliessen, dass die Reihen für 0, die wir 
erhalten werden, im allgemeinen divergent sind. 

§2. 

Treten wir nun in die Behandlung der Differentialgleichung (6) 
ein, so wollen wir zuerst aus derselben eine andere herleiten, in 
welcher die Vielfachheit der singulären Stelle w = die Ordnung 
der Differentialgleichung nicht mehr übersteigt. Dazu reduciren wir 
Gleichung (6), indem wir setzen; 

(9) y = 2V^, 

Haentzschel, Rednction der Potentialglcichnng. / 
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Fünfter Theil. 



< 



( 



80 genügt y der Differentialgleichung: 

Sei 1} der Quotient zweier particulären Integrale dieser Gleichung, 
so genügt bekanntlich i; der von Herrn Kummer') zuerst aufgestell- 
ten Differentialgleichung dritter Ordnung: 

Zu ihrer Integration setze man'): 



-3^ = -^flog^W^?=^ 
ij' du \ ^ du ) tt' 



u 



Dann ist: 

du 
Folglich: 



-ha^-|-a,M-|-a,tt'-+-«««+a|,tt''+'«- • 






w 



(12) 



dr 
du 



M. = ^-i'-* 



ö?_2 a_3a_i 




all 


- iaj— • 


2tt* tt' 




2tt» 


2a_2 






a_2a, 
u ^ 






a-i 


a-i^o 






w' 


a_ia, 



+ «1 -+-••• 



Durch Vergleichen von (11) und (12) ergiebt sich: 
a-2 = itA«, 
«-1 = —2, 



2 (h'^ß ^x A 



2w 



Kummer, De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis. Pro- 
gramm des Gymnasiums zu Liegnitz, 1834. Wiederabgedruckt in Crelle's 
Journal, Bd. 100, 1886. 

*) H. A. Schwarz, üeber diejenigen Fälle, in denen die Gauss'scbe hyper- 
geometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes ist. Cr eile's 
Journal, Bd. 75, 1873. 
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indem wir w = l — ö'^'+'i — '^'1 setzen, 



4n 

a. 






Daher muss man setzen: 

2 



du \ ^ du J u^ 



u ^ ^ 



a. 



log-^ = logCqp-^ — 21ogtt+a^w+^ w*+ 

(13) ^-=^e^^e ^^^2 "^3 ■*- \ 

^ ^ du u^ 

Bekanntlich sind aber die particulären Integrale von (10) darstellbar 
in der Form: 



-(!)"'. 



demnach ergiebt sich: 

(14) y^=cue ^^ e ^^^ ^ ■^»•*+ \ 

Zur weiteren Entwickelung des zweiten Exponentialfactors dieses Aus- 
drucks setzen wir 

. ha 

y^ = cue ^" 5p, 
in die Gleichung (10) ein und erhalten: 

Diese Differentialgleichung hat das erste der beiden erwähnten Merk- 
male für eine Stelle der Unbestimmtheit nicht mehr, wohl aber das 
zweite. In Folge dessen kann man auch nicht angeben, zu welchem 
Exponenten das zu suchende Integral gehört. Herr Bruns, der den 
von uns gewählten methodischen Weg nicht eingeschlagen hat und 
dem daher diese Unbestimmtheit wahrscheinlich verborgen blieb, hat 
SP, als zum Exponenten Null gehörig angenommen. Indem wir dieser 

7* 



Fünfter Tbeil. 



Aonalime folgen, bleiben wir in Uebereinstimmang mit der Glei- 
chung (14) und erkennen zugleich, dass dieselbe, wegen des constanten 



scheint das für unser Verfahren nicht unwichtig zu sein. 

Wir suchen also auf Grund von (14) der Gleichung (15) durcli 
die Potenzreihe zu geniigen: 

ip = Äj+Ä,it+6,M'H höpM^H — 

und finden zwischen den Coefücienten die Relation: 

(16) =FÄa(p+l)6^,+[n+p(p+l)]ip--^Äp-a = 0. 
aus welcher wir für die Reihe selbst den Ausdrack ableiten: 

{n(n-4-2)(n-l-6)— 



(17) 



3! 



-fer 



+ K"H-2)(«-4-6)(n+12)-2&VjJ'(n+3)[ f'MY_,_ 1 
Also ist, indem wir die oberen von den unteren Vorzeichen trennen. 

Wir haben demnach zwei Ausdrücke für unser erstes particuläres 
Integral gefunden. Da der Dilferentialquotient des Quotienten der- 
selben nicht constant, vielmehr mit (13) identisch ist, so müssen wir 
annehmen, dass es in der Umgebung der Stelle der Unbestimmtheit 
nicht wie gewöhnlich ein einziges, sondern zwei von einander unab- 
hängige Fundamental Systeme von Integralen giebt. Der Aufstellung 
der noch fehlenden zweiten particulären integrale dieser letzteren 
haben wir uns daher jetzt zuzuwenden. 

Dazu gehen wir auf die Gleichung (13) zurück: 

(18) 4l = ii.'V,-(-+T-+T-+-) 

du u* . 
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aus welcher wir ableiten: 



V 



J u 



ha 



du 7 

e »* 
u 






oder 



C 



■/■ 



m'"^ "yn- 1, + 2! 



(20) 



oder durch Reduction der einzelnen Integrale 



-4- 









Wird daher der CoefBcient des Integrallogarithmus gleich B gesetzt, 
so ist iy von der Form: 



ha /» j 

7j = Ce^~^^(u)-i-Bj^ 



ha 



du =F 

e " 



und wegen 



ist 



y^ =.Wi 



ha /» 7 



7 ha 

du ^- — 



u 



Zur Ermittelung der Coefficienten aj,, a',, . . ., a^, ... führen wir (21) 
in (10) ein, welcher wir die Gestalt geben: 

d'y rh'ß' n h'-' 
du' 



(10) 



u' ~ L 4 



h'an 



4 «• 

Man gelangt dann zu der Gleichung: 

— £-m'— « 

— 2c, \u±-^\\a\+2a'^u-\ \-pa^uP'^ + ---\ 

— c,M»|2a',-+-3.2a',«H hp(p—l)a'pUP-^+—\ 

,^ n(n+2) 

2! 

|n(«4-2)(«+6) ^j 



(22) 






±7 



3! 



(fJ--) = o. 



< 
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aus welcher für den Coefficienten von u^ die andere folgt: 



(23) 



dzha(p+l)a'^^i 






+By(2p 



l)6p = 0. 



Im besonderen erhält man: 



(24) 



n 



a\ 



a. 



1 — ^t 
ha 



B 



c 1 



c^ ha 



w(w+2) 



2\h'a 



' ""' ^ c. h'a' 



a\ 



{«(n-H2)(„+6)-i^} ^ 



3!A'a' 



c, 2!AV 



Daher lauten die zweiten particulären Integrale: 



(25) 



+ ^(„(„+2K-25-^6.(„-l))(^J 
- ^. ([«(n+2X«4-G)-^]a;+35^^*>>-H4))(£)±...) 









(26) 



^-^j-(«(„4-2)«;-2ß--^A.(n-l))(^y 
-H^([<„-H2X«-H5)-*^^']a'.-h3ß-J.>'+4))(0-H...} 






du — 



oder in gekürzter Form: 



r 
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(25 a) 



z^=c z^ — {?j uyue 



ha 
— 2» 



haV^ 1! VW 



2! \ha 

^.4 



) "^'"J 



--Bf du -^ 



(26 a) 



2. = 



ha -ryit £ 



1! VW 



(n'+^) (u\ 



+2 



2! V 



0'=^-} 






t« 



und zwar leiten sich die Constanten B und B* aus (20) durch 
Trennen der oberen von den unteren Vorzeichen ab. Es stellen dem- 
nach (18) und (25), aber auch (19) und (26) die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (6) in der Umgebung der Nullstelle u dar, welche 
sich als eine Stelle der Unbestimmtheit von bestimmter Verzweigung 
ergiebt. Vertauscht man a mit ß^ — n bleibt dadurch ungeändert — 
so ^hält man z dargestellt in der Umgebung der unendlich fernen 
Stelle. Es sind irreguläre Integrale, die wir hier vor uns haben; 
die Reihen sind divergent. Die Function des elliptischen Cylinders 
kann demnach in einem ringförmigen Gebiet, welches die Null- und 
die Unendlichkeitsstelle nicht enthält, in Potenzreihen entwickelt 
werden, wenn wir w = «*«' zur Variablen machen. In der Nähe der 
genannten singulären Stellen theiit sich die Function in zwei Zweige 
und hört auf durch Reihen darstellbar zu sein. 



§3. 
Es ist nothwendig, die Constante B noch näher zu untersuchen. 
Ermitteln wir zuerst das Gesetz, nach dem sie gebildet ist. 
Ist von der ganzen transcendenten Function 



(27) 



p=0 



bekannt, dass sie folgende Zerfällung in Linearfactoren zulässt 



(28) 



00 



^/7(ä— Äp), 



und bildet man die bekannten symmetrischen Functionen der Wurzeln 
Xp derselben, nämlich 



2Xp — r s. \ 



N-^3 — 



*3 9 •***^P 



^3 7 • • •? 
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!*• 






und setzt 



s. 



a 



0» 



«•i = 



«IJ h 



a 



2' 



• J 



SO ist nach den Newton 'sehen Formeln 



A^ = «0» A = 



a: 



a. 



2! 



A = 



Q^o+3aoa,-4-2a, 
3! 



^4 — Jj 5 • • • 



und folglich 



(29) ß= c[A,+-^(zpha-)-i-^Y(^hay 



3!" (^F'*")^ 



■■] 



oder 






Cq=Äa)^ 



wo 






p+i 



indem ßi-h2ß,^-\ h(i?H-l)i5p-i-i =^+1 ist, wie sich sofort aus 

Petersen, Theorie der algebraischen Gleichungen, S. 41 ergiebt. 

Aus diesem interessanten Resultat weitere Schlüsse zu ziehen, 
ist mir noch nicht gelungen. Aber es giebt noch einen zweiten Weg 
zur Berechnung von B, 

Um auf demselben zu möglichst einfachen Resultaten zu gelangen, 
gehen wir noch einmal auf (17) zurück. Wir setzen, wie dies jetzt 
offenbar ist, praktischer an 

p=op! V ha ) 
uiid erhalten an Stelle von (16) die wenig einfachere Recursionsformel: 

(16a) =f=J^^i+(^-+i>(p+l))6^-^^^^p(p-l)6p-2 = 0. 
Ebenso erkennen wir aus (25), dass man (21) ansetzen kann: 



du =F— 

e «, 



(21.) .. = v..'Ki;^(^)V.,^/^ 

woraus für den Coefficienten von u'^ die Gleichung folgt: 

h*a^3^ 
±a;+i-4-(n+p(p+l))a;, ^p(p — l)ap-2 



(23a) 



-hB — (2p+l)bp = 0. 



f 
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Aus dieser gehen aber wieder, indem p successive gleich 0, 1, 2, 3 . . . 
gesetzt wird, die anderen hervor: 



(30) 






-h3JB - 6o«H-(nH-2)«'i -f-a', 

— Ci — 



= — na\ 



= 



bB - 6ow(«H-2) 
IB-b^ - 14^ .3.2a; 



dB~bi 



H-(nH-6)a'2 Hha', 

-K«-+-12)a'3-4-«.i 
Y- • 4 . 3a'3 H-(n-f-20)a; 



= — ^ — a; 



2 



aV = 








Sieht man in diesem System von linearen Gleichungen B — i^, a[, 

a'^, «3, ... als die Unbekannten an und bezeichnet mit D die Deter- 
minante: 



(31) 



1 

4-3« 
bn(n-+-2) 



,±7Jn(«+2)(n-h6)-^'j 



4^1 






.3.2 



D = 



±1 

(n-l-6) 









(n4-l2) 
.4.3 






... 





... 





... 


-hl 


... 


(n4-20) 


-f-1 ... 


.5.4 


(n4-30) . . . 


• 
• 


. 



und mit — A die Determinante: 

n H-l 

nH-2 



(32) -A=ai 




_i^.3.2 








— 













{) 


-hl 








n-h6 


-hl 








n-hl2 


-hl 


4 

- 





n-h20 -hl 
.4 n-h30 



< 



■1 
1 



•I 



1 
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• 


so ist offenbar 




(33) 


^i'-i 



Weiter lässt sich in betreff der doppelten Vorzeichen aus (29) er- 
mitteln, dass B gleich ip C multiplicirt mit einer eindeutigen Function 
ist; denn werden die aus (12) folgenden Werthe der Coefißcienten 
a-2, ö-i, «01 ^1» ••• benutzt zur Bildung der Aggregate -4,, A^^ 
-^85 ^45 "") ^^ si^^ ^^6 Grössen -4,, -4,, A^^ ... stets gleich i^l 
mal einer eindeutigen Function, hingegen J,, -4^, -4g, ... positive 
eindeutige Ausdrücke. Deshalb kann man in (29) die Grösse ifil 
vor die Klammer nehmen und hat dann in der Klammer eine ein- 
deutige Grösse. Daraus folgt: B und B* können sich nur durch 
das Vorzeichen von einander unterscheiden. 

Aber wir schliessen weiter: Die Haupt-Ünterdeterminanten 

von ^^ in (32) sind die Coefficienten b^ in der Entwicke- 
le 

lung des Integrals (17a), bez. (18) oder (19). 
Die aus (33) folgende Gleichung 

(33a) — J+Dß — 6, = 

bedeutet, dass der unendlich ferne Coefficient in der Parenthese 
der Integrale (25) und (26) verschwindet; für die Convergenz der 
dort stehenden Reihen würde dies bekanntlich eine nothwendige Be- 
dingung sein; aber der im zweiten Gliede folgende Integrallogarithmus 
mit seiner divergenten Entwickelung macht die eben angedeutete 
Convergenz wieder zu nichte. 

Wünscht man daher convergente Reihen aus (25) und (26) zu 
erhalten, so muss der Integrallogarithmus aus ihnen verschwinden. 
Dies ist nur möglich, wenn B = ist, was nach dem obigen die 
Gleichung JB* = von selbst im Gefolge hat; dadurch verlieren aber 
die Integrale ihren logarithmischen Charakter, ja aus (25a) und (26a) 
folgte dass für 

(34) 5 = 0, ~z,=z\ und z\ = z^ 

ist. Die zwei Fundamentalsysteme sind zu einem einzigen 
verschmolzen, welches aus zwei Thome'schen Normalinte- 
gralen besteht. Aus der Art des Verschmelzens erkennt man, dass 
die früheren zwei Systeme vollständig unabhängig von einander sind, 



r 
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eiue Thatsache, die bei regulären Integralen doch niemals statt hat. 
Wenn Herr Fuchs sich daher in seiner citirten Akademie- Abhandlung 
vom 11. März 1886 im § 4, der sich mit derartigen Differentialglei- 
chungen beschäftigt, auf seine Arbeiten in Grell e's Journal Bd. 66 
und Bd. 68 beruft, so hat das für Stellen der Unbestimmtheit keine 
bindende Kraft, denn die im Journal behandelte Klasse von Gleichun- 
gen hat nur reguläre Integrale^). (Vergl. meine Untersuchung über 
die Functionen des parabolischen Cy linders, Schlömilch's Zeitschrift, 
Jahrgang 33, 1886, wo ich darauf schon hingewiesen habe.) 
Die Gleichung ß = zieht nach (33 a) die andere 

(35) J = 

nach sich. Dies bedeutet, der unendlich ferne Coefficient der 
Normalintegrale verschwindet; die Reihen (18) und (19) 
sind bei Existenz der Bedingung J = convergent^). 

Das ist aber gerade der von Herrn Bruns behandelte Sonder- 
fall; seine transcendente Gleichung ist identisch mit unserer Deter- 
minante (32), deren Bildungsgesetz in die Augen springt. Bezeichnen 
wir noch mit Jp eine Haupt -Unterdeterminante der transcendenten 
Determinante J, so gilt für die Bildung der Jp die Gleichung: 

(16b) 4+1 = (n+p(p-M))4--*^^p(p-l)Jp_2. 

Gehen wir auf die Arbeit des Herrn Bruns noch näher ein und ent- 
wickeln wir die in (18) und (19) auftretenden Exponentialfunctionen 

Aa ha 

e-" bez. e ^** in Reihen, und multipliciren wir sie mit den dort 
stehenden Potenzreihen, setzen alsdann e*^ für u ein, so entstehen 
zwei Reihen, deren jede unendlich viele positive und unendlich viele 
negative Potenzen hat. Die eine derselben hat nur positive, die 
andere wechselnde Vorzeichen. Daher wird z^-^z*^ eine gerade Func- 
tion und von der Form 

(36) ä,+2; = 2 ^ C,e"«"eS"««' 

n = — 06 



') Man beachte jedoch die viel allgemeinere Integraldarstellung des Herrn 
Fuchs in den Annali di Matematica, Bd. 4, 1870 und die Arbeiten des Herrn 
Thome in Cr eil e's Journal. 

^ Dies ist eine nothwendige, aber bekanntlich noch nicht hinreichende Be- 
dingang. Sie scheint letzteres hier nun doch zu sein; siehe darüber § 6. 



M 
I 
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sein; bingegen 

(37) j.-s: = 2 '~£' ae^^'+'>'- 

eine ungerade Function sein, in Uebereinstimmang mit den Arbeitea 
der Herren Bruns und Callaudreau'). Leider bt es mir noch 
Dicht gelungen, die Determinante A in einfacher Weise su entwickeln, 
um so eine directe Veigleichung mit der Bedingung^leichung vorzu- 
nehmen, welche sich nach Herrn Bruns an die Integrale (36) und 
(37) knüpft, wofern diese für sich allein schon ein Fundamental- 
system bilden. Aber das geht unzweifelhaft hervor, dass die vod 
Herrn Bruns aufgestellte Gleichung nicht als eine Bestimmuogij- 
gleichung der in derselben vorkommenden Coustante') (i, welche 
sich nach unserer Methode direct gleich ^ ergiebt, gelten darf, sondern 
als eine Relation zwischen den Constanten der Differentialgleicbui^ 
anzusehen ist, was wiederum ein Zeichen ist, dass mit der Ableitung 
der Integrale (36) und (37) die allgemeine Integration der vorgeleg- 
ten DilTerentialgleichung noch nicht geleistet ist. Der Specialfall ist 
im wesentlichen durch das Verschwinden des logarithmischen Elemen- 
tes aus den Integralen charakterisirt. 

Wie kam wohl Herr Bruns dazu, den Factor e''" der Lösung 
zuzufügen und fi als variabel anzunehmen? Er bemerkt, dass ein 
strenger Beweis dafür, z in der Form 

2 = i''/i«cos(ju<+c+a.li+«6) 

, wie esHerr Lindstedt thut, fehlt und dass dieser Punkt 
m Fall, wo /i gleich Null gesetzt werden darf, seine Er- 

uus. .4strau. Nachr. Nr. 1^533, Bd. 106, S. 198. — Calltindreau, 
ir. Nr. 2547, Bd. 107, S. U. Lindstedt, Ä. N. Nr. 2503, 1883. 
Serru Bruns beisst sie «; dass sie gleich +^ ist, kommt daher, 

\V» = fii*^ isl. äir bei uns ist gleich ( bei Herrn Bruns, also 

Die Differeutialgleichung lautet bei Herrn Bruns; 
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ledigung gefunden hat bei Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 
2. Aufl. Bd. I. S. 404. — Nun ist aber in den Integralen (18) und 
(19) der Factor ]/w unbedingt noth wendig; fehlt er, so genügt der 
übrig bleibende Ausdruck nicht der Differentialgleichung (1); sondern 
z. B. die von Heine gegebenen Reihen genügen der Gleichung 

und auch das nur, wenn die Bedingung (35) J = hinzugefügt 
wird. Fehlt sie, so handelt es sich um irreguläre Integrale; formell 
können solche ja einer Differentialgleichung genügen; die Function 
in der Umgebung der singulären Stelle darzustellen, sind sie nicht 
geeignet. Kann demnach auch das Ergebniss unserer Untersuchung 
als ein völlig befriedigendes nicht bezeichnet werden, so haben wir 
uns doch nicht gescheut die Schwierigkeiten, welche sich darbieten, 
die aber den andern verborgen blieben, klar vor Augen zu führen. 

§4. 

Wir specialisiren nun unsere Untersuchung noch weiter und 
wenden sie auf die Bessel'sche Transcendente an^). In Gleichung 

(6) setzen wir a = 0, = — 1, so geht hervor: 

(6a) „=-^_H.^-HK-.«|. = 0. 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung setzt sich wie bekannt 
zusammen aus: 

,4 



(39) 



/,(«) = c.«^(l— 2^ 



u 



2(2v+2) ' 2.4(2r4-2)(2'V+4) 



±...) 



2 . 4 . 6(2r4-2)(2r+4)(2 v+6) 



als dem ersten und aus 



m> 



J_^^u) = Mu) j -j^ 



,2 ..4 



, [ ^ w u 



2(2v— 2) ' 2.4(2v— 2)(2v— 4) 



M« 



2 . 4 . 6(2v— 2)(2v-4)(2v— 6) 



') Vergl. § 8, 11 u. 12 meiner Programmabhandlong von Ostern 1889. 
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ti • 



/ 



als dem zweiten particnlaren Integral, vorausgesetzt dass v weder 
Null noch eine ganze Zahl ist. Tritt dies aber ein, so verschwinden 
in J-r(u) die ersten v Glieder und der oben hingeschriebene Ausdruck 
(40) ist dann nur formell von Jr(u) verschieden. Vielmehr lautet 
alsdann das zweite particuläre Integral: 

(41) K,(u) = J„(M)logM-hc«-»'^(M'). 

indem u = zu einer wesentlich singulären Stelle wird. 
Für das fernere merken wir die Umformung an: 



(39a) 



r / ^ . + Z'. *w (3-|-2v) (««)' 

^K(«) = c„«''e*"(^l=Fjj-H ^^ ^ ^ ■> 



(5-f-2v) (iuy 
^ (2-|-2r) 3! 



(2-h2v) 2! 

(5+2v)(7-f-2<>) (}u)* \ 

v) 4! ^"7 



(2-|-2v)(4-t-2 

indem die Beziehungsgleichung 

p(p-i-2v)ap = q:»(2p — l-f-2v)ap-i 

besteht, in welcher das obere Vorzeichen zu nehmen ist, sobald «*'* ab- 
gesondert wird, das untere, sobald dies mit «"■'" geschieht. In der- 
selben Weise stellt sich J-y(u) folgendermassen dar: 



(40 a) 



j^yW — c,u e yi^ii-^(2_2v) 2! ^ (2— 2v) 3! 



(2— 2v) 2! "^ (2— 2v) 
(5— 2v)(7— 2r) (iu)* 



(2— 2v)(4— 2*) 4! "^ 

Diese Entwickelungen, ursprünglich hergeleitet für die Umgebung der 
Stelle u^O, gelten bekanntlich für den ganzen endlichen Bereich 
der «-Ebene. Das Gegenstück derselben sind die, welche in der 
Umgebung der unendlich fernen Stelle die Bessel'sche Function 
definiren. 

Wir führen dazu 

(7) v=- 

u 

in (6a) ein und erhalten: 



) 



(8 a) 



d'z 



V 



dv 



r+v^ 



dz 
dv 



jl— vV}0 = O. 



Aus (18) und (19) leiten wir daher die beiden particulären Inte- 
grale ab: 
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(42) 



und 



(43) 



k=.v.v(-^(i)-^*=^¥=^(w 



)' 



a-»'xt-«'')(v-i'') ( » y I ] 

öl £it' ^ J 



(<=..v;.-i(.-(fc^(x),(±=öa=^(^)» 

3! ^2^/ ; 



Die Functionen 2, und z* treten für r = bei Riemann, Theo- 
rie der Nobili 'sehen Farbenringe, auf; es sind semiconvergente Reihen, 
denen Herr Stieltjes in seiner Doctorthese neuerdings eine ein- 
gehende Untersuchung hat zu Theil werden lassen. Wir kommen 
zu bekannteren Formen, wenn wir mit Rücksicht auf die Identitäten: 



71% 

T 



71» 



|/i = g* und y — i =■ e ^ 
den Ausdruck bilden: 

denn er führt zu der von Jacobi*) ohne Beweis angegebenen, bei 
ganzzahligem r semiconvergenten, Reihe für die B es sei 'sehe Trans- 
cendente: 



(45) 



(_l)lr(v-l) J^(„) ^ 



{ 



sin (m4-(— 1)- ^) 



X 



1 



(1— 4v')(9— 4v*) , (1— 4v')(9— 4i;')(25— 4r')(49-4v') 



2! (8m)' 



4! (8m)« 



...} 



co8^^M-K 1)" 4 j r (i_4y.) (1— 4i>'X9— 4v'X25— 4^') . \ 
V^Vi^ l 8m 3!(8m)» *■"]' 



Es ist uns also gelungen, diese Reihe direct aus der Differential- 
gleichung herzuleiten, was bisher wohl noch nicht geleistet ist; 
andererseits ist zu bemerken, dass Herr Lipschitz am Schluss einer 

^) Jacobi, Versuch einer Berechnung der grossen Ungleichheiten des Saturn 
nach einer strengen Entwickelung. Seh um ach er 's Astronomische Nachrichten, 
Bd. 28, S. 94, 1849. 



■ •< 
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im 56. Bande von Crelle's Journal enthaltenen Arbeit über die 
Bessel'schen Functionen ein bestimmtes Integral angegeben hat, 
welches durch Ausführung der Integration die Reihe (45) liefert. 
Die Wichtigkeit der letzteren für die Berechnung von Jv(u) ist be- 
kannt aus LommePs Theorie der Bessel'schen Functionen, den 
Hansen'schen und Meissel'schen Tafeln. Ihre Herleitung aus zwei 
ersten particulären Integralen zweier verschiedener Fundamentalsysteme 
ist nicht ohne Interesse. Ebenso sind wir im Stande die zweiten 
particulären Integrale direct hinzuschreiben, sie lauten: 



(46) 



z. 



= .;V 



+ 






- ^ (a-i'')a-i'')(¥-v')a:+3ß((i-i'')'-<-4) ^) (j) 



^ ±-' 






2i 



=r rdt? -- 



(47) 



+^ (a-0(*-^')«;+2ß*(j+.') j-) {-^J 
^ (a-^')a-i''X¥-'>'')«'o+3ß*((i-i'T-+-4) -^) ( j)' 



-4- 



2t 



dv - 



§5. 

Zum Schluss stellen wir uns die Aufgabe, die Functionen e, und 
2* aus (42) und (43) mit Jr(u) und J-r(u) in Beziehung zu setzen. 
Dazu bemerken wir zuerst, dass die unter (39a), (40a), (42) und 
(43) gegebenen Reihen sich als Grenzfälle von hypergeometrischen 
Reihen darstellen lassen und zwar in folgender Weise: 

(39a) Jy (w)=eo^*' e^^^FU-hv, f-H'— w, l+2r, ±2 — j für m=cx>: 

(40a) J-y(u)=c[u-^e^''''FU—v, f— v— w, 1— 2i;, ±2 — j für m=oo: 



/ 



(42) 



(43) 
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2iu 
m 



'=''"'^^(*-^'*-^^'"'-^) 



für m = oo. 



Wendet man nun eine von Herrn Kummer*) herrührende Formel 
an, welche lautet: 

aß a(a+\)ß(ß- k-\) g(a4-l)(a+2)/i(/?+l)(^+2) , 

l.x"^ 2!a;' 3!«' 

Z7(/?-g-l) ( ax , a(a-^l)a>* 

" n(ß-i) V^(a- 



(48) 



1-:^ + 



+xfi 



Jl(ß-l) 

n(a-ß-l) 



• • • • I 

V (ß-a-hl)V. "^ (^-a+l)OS— «-+-2)2! "^ J 



(a—ß+l)ll ^(a— |S-+-l)(a— /J-+-2)2! 



i7(a— 1) 
und setzt in dieselbe ein: 

(49) a = ^+v, ß = ^—v, ar = =p2tM, 

so erhält man entweder: 

J7(— 1— 2v) Jy(uy 



(50) 



oder 



2, = (—2 »•)♦+" 



i7(-i-v) 



+(—2»)»-'' 



I7(— H-2v) J-y(uy 



(51) 



2' = (2i)H-»' 



^(-i-i-v) 

27(— 1— 2v) Jy(u)c" 



-ö(— i-v) c. 

Hieraus erkennt man, dass 2:, und z*, da 'v keine ganze Zahl ist, im 

allgemeinen zwei von einander unabhängige particuläre Integrale von 

(6a) in der Umgebung der Stelle u = 00 darstellen. Aber zwei 

Ausnahmefälle sind beachtenswerth. Auf den einen hat Herr Kummer 

bereits aufmerksam gemacht; er betrifft die Möglichkeit, dass v die 

Hälfte einer ungeraden Zahl, also a bez. ß eine ganze negative Zahl, 

w AI j • ^ i/(— 1— 2v) , /7(— l-h2r) ,. , 
ist. Alsdann nimmt -^ — :: e- oder —=77 — 7—. — r- die unbe- 



n(-i-v) 



n(-^+v) 



cx> 



stimmte Form — an. Für diesen Fall bedarf man der Formel (48) 



CX) 



nicht, indem z^ und z* nur aus einer endlichen Anzahl von Gliedern 



^) Kummer, üeber die hypergeometrische Reihe. Grelle 's Journal, 1835, 
Bd. 15, S. 138—141, insbesondere Formel (9). 

Haentzschel, Redaction der Potentialgleichung. 3 
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bestehen und die Integrale von (6 a) auch in der Umgebung von w = 
in geschlossener Form darstellbar sind. 

Zweitens kann aber auch v selbst ganzzahlig oder Null, demnacli 
n( — 1 — 2r) = oo sein. Die Darstellung von z^ und z* durch Jy(tt) 
und J^v(u) vermittelst (48) wird dann illusorisch. Dies rührt daher, 
dass die Reihe (40) für solche Werthe des v durch Ky(u) aus (41) 
zu ersetzen und die Formel (48) einer Umformung vermittelst des 
Borchardt'schen Grenzprocesses (Grelle, Bd. 57) zu unterwerfen 
ist. Die Worte „die semiconvergente Reihe auf der linken Seite von 
(48) kann durch zwei, immer convergirende Reihen ausgedrückt werden" 
(Kummer, 1. c. S. 140), erhalten dahin eine Ergänzung, dass die 
semiconvergente Reihe, die ihrem Werthe nach unendlich gross ist, 
zwar formell durch zwei endliche Grössen dargestellt wird, doch ist 
einer der Coefficienten, womit jede behaftet ist, unendlich gross. — 

§6. 

Fragen wir nun noch, welche Gestalt die Determinanten- Gleichung 
(35) J = hat, so ergiebt sich aus (32), wenn wir dort a = 
setzen, der Satz: Die Bessel'sche Transcendente ist dann und 
nur dann ein geschlossenes Normalintegral, wenn 

(52) n (n-hp(p-hl)) = 

ist. Nun ist aber für a = die Grösse n gleich i — v®, d. h. nur 
die Bessel'schen Functionen, deren Index die Hälfte einer 
ungeraden Zahl ist, sind geschlossene Normalintegrale. Die 
für die mathematische Physik viel wichtigeren Bessel'schen 
Transcendenten mit ganzzahligem Index sind Normalinte- 
grale mit divergenter Reihenentwickelung, und darin liegt die Auf- 
forderung auch die Functionen des elliptischen und des parabolischen 
Cylinders nicht bloss auf geschlossene Normalintegrale, sondern nach 
jeder Richtung hin zu erforschen. Aus dem Bildungsgesetz der 
Potenzreihe (17) ist zu ersehen, dass dieselbe nicht abbricht, auch 
wenn irgend ein Coefficient der Reihe verschwindet. Hierin liegt 
eben der grosse Unterschied zwischen den Functionen des elliptischen 
Gylinderis für J = einerseits und den eben erwähnten geschlossenen 
Bessel'schen Normalintegralen und den Normalintegralen der Func- 
tionen des parabolischen Cylinders andererseits. 



/ 
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Die vorstehenden in den Paragraphen 1—5 enthaltenen Entwicte- 
lungen wurden bereits Ostern 1887 im wesentlichen in derselben Form 
Prof. Kronecker vorgelegt. Sie stellen sich dar als eine Vertiefung 
der Arbeit des Herrn Bruns und der Abhandlung des Herrn Cayley, 
die im 100. Bande des Journals für Mathematik enthalten ist und 
sich mit der Differentialgleichung 

beschäftigt. Der Weg, auf dem wir zu unseren Resultaten gelangt 
sind, ist identisch mit dem von Herrn H. A. Schwarz in seiner be- 
kannten Abhandlung über die hypergeometrische Reihe (Crelle's 
Journal, Bd. 75) eingeschlagenen; denselben haben wir auch in der 
Abhandlung „üeber die Differentialgleichung der Functionen des para- 
bolischen Cy linders" verfolgt, wo es sich um die Differentialgleichung 



ds' 



V 4s* is' 16 s V ^ 



handelt und die im Januar 1888 im 33. Jahrgang von Schlömilch's 
Zeitschrift für Mathematik und Physik erschienen ist. Mannigfache 
Berührungspunkte mit derselben hat die Arbeit des Herrn Ham- 
burger „üeber eine specielle Klasse linearer Differentialgleichungen", 
die im 103. Bande von Crelle's Journal im Juli bez. September 1888 
publicirt ist. Dieselbe stellt sich in ihrem ersten Theile als eine Po- 
lemik gegen die oben genannte Arbeit des Herrn Cayley dar; sie 
sucht die geschlossenen Normalintegrale der Gleichung 



d 
da 






die sich von unserer Differentialgleichung der Functionen des parabo- 
lischen Cylinders nur wenig unterscheidet, und offenbart einen von dem 
unsrigen principiell verschiedenen Standpunkt. Nach Herrn Ham- 
burger haben nur die Normalintegrale mit geschlossener Potenzreihe 
eine Existenzberechtigung, und in diesem Sinne greifen er und nach 
ihm Günther Herrn Cayley an. Wäre dem so, dann könnte man 
die Untersuchungen über die semiconvergenten EntWickelungen der 
Bessel'schen Transcendente, an die sich die Namen der berühm- 
testen Mathematiker knüpfen, ich brauche nur Poisson, Jacobi, 
Kummer und Lipschitz zu nennen, unterdrücken, wie es §4 und 5 

8* 
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soeben deutlich gezeigt haben. Herr Hamburger stutzt sich in seiner 
Polemik auf Sätze der Herren Weierstrass und L. Fuchs (Berliner 
Akademie, 11. März 1886), und doch finde ich in denselben nichts, 
was den divergenten Entwickelungen ihr Bürgerrecht in der Analysis 
raubt. Aus der Thatsache, dass die Gleichung 

das* W 



X 



i)' 



für a; = — in die andere mit regulärer ünendlichkeitsstelle 

Übergeht, construirt Herr Hamburger eine ganze Classe von „li- 
nearen Differentialgleichungen, deren Integrale nur einen singulären 
Punkt im Endlichen besitzen und im Unendlichen sich regulär ver- 
halten" und die er definirt durch die Gleichung: 



(53) 






( ^ ^n-X 






X' j dx 

(Gleichung 23) bei Herrn Hamburger) 



= 0, 



welche ganz allgemein für ^ = — in 



(54) 



d»y 



4-««-K^,+-Bi«-i-C,*'+...) 



d^-iy 



4-^(^«^i+5»-i«+a-i«=+--^)^^-4-(i4„+ß««+C„e»+..0y 

(Gleichung 20) bei Herrn Hamburger) 

übergehen soll, und die nach ihm nur dann Integrale besitzt, wenn 
dieselben Thome'sche Normalintegrale mit geschlossener Potenz- 
reihe sind. 

Nun lässt sich offenbar unsere Gleichung (6 a): 

1 
unter (54) subsumiren; setzen wir in (6 a) die neue Variable t> = — 

ein, so geht 
(8a) 



V 



4 d^z , dz 



dv' 



+ v*-j-'^n—v^v^)z = 



I I 
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hervor, die ein specieller Fall von (53) ist nnd geschlossene Thome- 
sche Normalintegrale besitzt, wenn die Bedingung (52) erfüllt ist. 
Aber die durch Gleichung (6) definirte Function des elliptischen Cy- 
linders, die sich auch als ein Sonderfall von (53) darstellt, geht für 

V =■ — niemals in (54), sondern in sich selbst für a = Ä = 1 über. 
u 

Gleichung (6) hat nun Integrale auf Grund des Convergenzbeweises 
des Herrn Bruns, wenn nur die Bedingungsglieichung (35) J = 
erfüllt ist, ohne dass doch die Integrale sich als Thome'sche Normal- 
integrale mit geschlossenen Potenzreihen darstellen. Wir vermissen 
bei Herrn Hambur[ger das Merkmal, das diese beiden Fälle der 
Gleichung (53) von einander scheidet. Kurz unsere Methode, wenn 
auch nur erläutert an den Differentialgleichungen der Functionen des 
elliptischen, des parabolischen und des Kreiscylinders, ist kräftig 
genug, um ein helles Schlaglicht auf die Arbeiten von Bruns 
(A. N.2533 und 2553), Callandreau (A. N. 2547), Heine, Cayley 
(Crelle's Journal, Bd. 100), Hamburger (Crelle's Journal, Bd. 103), 
Günther (Crelle's Journal, Bd. 105 und 107) zu werfen; sie mahnt 
zur Vorsicht bei Verallgemeinerungen auf diesem schwierigen Ge- 
biete. — Verstehen wir unter einem normalen Elementarintegral mit 
Herrn Thome den Ausdruck 



n 00 



(o? — dje^%{x — a), wo ti; = 2c^J<x — a)~" und %{x — a) = ^Ca(^ — cbf 

1 

(Crelle's Journal, Bd. 95, 1883, S. 75), so können zwei HauptfäUe 
unterschieden werden. 1) %{x — a) ist divergent; 2) %{x — d) ist con- 
vergent; Unterfall a): Die Convergenz der unendlichen Reihe wird 
durch die Bedingung J = vermittelt; der Bruns 'sehe Fall. Unter- 
fall jS): Die Bedingung J = macht %{x — d) zu einem geschlos- 
l^enen Ausdruck. Dies ist der Hamburger'sche Fall; die Möglichkeit 
für sein Eintreten könnte vielleicht noch schärfer charakterisirt werden. 
Der zweite Hauptfall kann aus dem ersten dadurch abgeleitet werden, 
dass man sagt, die irregulären Integrale haben durch die Bedingung 
J = ihren logarithmLschen Charakter verloren ; es ist also ganz 
analog wie bei den regulären Integralen mit logarithmischer ünstetig- 
keit (z, B. der Lame-Wangerin'schen Function), welche, wenn der 
Coefficient des Logarithmus verschwindet, zu Integralen mit ausser- 
wesentlich singulärer Stelle herabsinken, im besonderen aber alge- 
braische Integrale sein können. Ist in der obigen Definition des 



< 



118 Ffinfter TheiL 

Herrn Thome der Exponent w gleich Null, so handelt es sich um 
ein reguläres Elementarintegral. Offenbar tritt dies in (18) und (19) 
för A = oder für a = ein. A == bedeutet, der Gleichung (1) 
genügt die Exponentialfunction; a = führt auf die schon bespro- 
chenen regulären Bessel'schen Functionen. — Zum Schluss möchten 
wir noch darauf aufmerksam machen, dass die Function des ellip- 
tischen Cylinders durch die Zahl ihrer Singularitäten durchaus nicht 
charakterisirt werden kann. Wir wiederhole, die Gleichung 

^1) i;;^-V^V—2^i — j-n^ 



geht durch die Substitutionen 

2wit 



(2) tf= «_. , 



(3) or = <r» 
nber in 

(4) U(aß~m*ai)-^-h2(ttß—2m'ai)-^—(h*a—v*)z = 0. 

Die singulären Stellen a? = und x = — ^ sind ausserwesentlich 

m 

singulär. 

Wir setzen 

(55) , = i- 
und erhalten 

(56) 45»(a/?Ä~m')-^4-2s»(3aiJ«— 2m«)-^— (A»— v»s)2===0; 

die unendlich ferne Stelle ist wesentlich singulär, sie ist eine? 
Stelle der Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung. 
Führen wir aber in (1) die Unabhängige 

(5) . t* = tf«'» 
ein, so ergiebt dies 

W "•-S-+"':|-[^tf"'-«)'+^«-]-"0. 

i 

Die Stelle w = ist wesentlich singulär, sie ist eine Stelle der 
Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung. Denselben 
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Charakter hat die anendÜGh ferne Stelle, wie oben die Glei* 
chungen (7) und (8) ergaben, indem (8) aus (6) durch Vertauschen 
von a und ß hervorgeht. Es hat sich also die wesentlich singulare 
Stelle in zwei gespalten; die zwei ausserwesentlich singulären sind 
völlig Terschwunden, obschon sich jede von ihnen ebenfalls in zwei 
zerlegt hat, es sind die vier auf einem Kreise liegenden Punkte 



M= y — • Die Gonstanten a und ß sind willkürlich; in die durch 

sie definirten Punkte kann man die singulären Stellen u = und 
u = oo verlegen. Man substituire dazu 

SO geht (6) über in 

(58){ , , 

Die Stellen r= — a und ir = — ß sind wesentlich singulär; es 
ist jetzt eine neue ausserwesentlich singulare Stelle t==oo 

entstanden, denn setzt man r = — , so ergiebt sich; 



(59) 



(ax+\y(^x-^iy -y -i-(ax+l)'C^x-M)'(2ai?x+a+/S) ^ 

~ [^ (a-ßy{aßH'-iy+ ^ (a-ßy(ax+iy(ßx+iy] z = 0. 



Die Gleichungen (58) und (59) bilden also geradezu ein Gegenstück 
zu (4) und (56). Zu bemerken ist, dass für die Bessel'sche Trans- 
cendente, wo a = ist, sich drei singulare Stellen ergeben, nämlich 
r = und ir = oo, in deren Umgebung die Integrale regulär, und 
r =r — ^^ in deren Umgebung sie irregulär sind. 

§7- 
Wir führten oben an, dass Herr Hamburger sich in seinen kriti- 
schen Bemerkungen über die Arbeit des Herrn Cayley auf die Abhand- 
lung des Herrn Fuchs beruft: „Ueber die Werthe, welche die Integrale 
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er Differentialgleichung erster Ordnang in singnlären Punkten an- 
imen können" (Berliner Akademie, 11. März 1886). Wir wollen im 
schluss an diese fundamentale Arbeit eine Lücke ausfüllen, die sich 
vierten Theile vorfindet, wo wir über Cylinderfunctionen hö- 
rer Ordnung nur wenig beigebracht haben, und wollen daneben 
er Frage näher treten, die Herr Fuchs im § 4 seiner Abhand- 
g aufwirft und in impliciter Form beantwortet, dabei sehr treffend 
le früheren Untersuchungen im Journal Bd. 66 und 68 verwerthend, 
nn sind die Integrale einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
t irregulären Integralen regulär? Wir hatten im vierten Theile 
■> vollständige Integral der Differentialgleichung 

) <e('')^+W(.')^+y(.')!/ = o 

le Lame'sche Function (s — l)"' Ordnung genannt, wenn 

Ö) g>(ai) = 4(x'+a,x-^-\ ho.) 

Sobald die Gleichung gi(x) = mindestens eine Doppelwurzel 
litzt, hatten wir if als eine Laplace'sche Function bezeichnet 
3nn aber gi(x)^0 mindestens eine dreifache oder mehrfache 
urzel besitzt, so soll y eine Cylinderfunction (s — 1)'" Ord- 
ng heissen; y hat alsdann in der Umgebung mindestens eines der 
gulären Punkte irreguläre Int^alo^ danach sind die Functionen 
! Kreiscylinders die einzigen Cylinderfunctionen zweiter Ordnung, 
t Functionen des parabolischen und des elliptischen Cylinders Re- 
ksentanten von Cylinderfunctionen dritter Ordnung. Offenbar kann 
I Gleichung (I), wenn sie eine Cylinderfunction definirt, durch 
iignete Transformationen auf die Fonn gebracht werden: 

t k'~> 1 und E eine ganze rationale Function von s ist. 

Auf eine solche Gleichung werden wir aber von selbst geführt, 
nn wir mit Herr Fuchs die Differentialgleichung erster Ordnung 

il) ^-£ = p^+p^^^py 

trachten, wo &>• 1 und p^, p, , p, in der Umgebung von z^O 
ideulige und continuirliche Functionen bedeuten. Wir fragen uns, 
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wann sind die Integrale von (61) für z = nicht unbestimmt^), 
also nicht irregulär? Dazu substituire man in (61) 



(62) 
SO folgt 

(63) 



___2»_ 



,2k 



[- 



dz z 

Weiter werde gesetzt 

(64) V = w+i (- ^ ^ 
so genügt w der Differentialgleichung: 

(65) ^"^ 



+ ^4- 



dhgp 
dz 



* _^_ Pi 



dz 



2-1 V—V\ 

). 



^+„. = Ä=^^^=6, 



wo F ein Ausdruck ist, in welchem die negativen Potenzen von z 
niedriger als von der 2/;*®° Ordnung sind. Die Functionen j?^, p^ 
und p^ dürfen nun eine Potenz von z nicht gleichzeitig als Factor 
besitzen, weil sonst (61) durch denselben teilbar wäre; dieselben sollen 
in der Umgebung von z = nach der von Herrn Fuchs gemachten 
Voraussetzung eindeutig und continuirlich sein, also kann man setzen 



(66) 



Pi> = £ «j2*, Pi=£ h^, Pt = 2 Ciz', 



t=r 



•=« 



i=t 



wo mindestens einer der Exponenten r, s, t gleich Null sein muss. 

Da nun pf — ^PoP^ für die lineare Transformation y = j- eine 

absolute Invariante ist, so versagt das von Herrn Fuchs für (61) 
empfohlene Mittel, durch diese Transformation die Grössen r, «, t 
in (61) gleichzeitig zum Verschwinden zu bringen, später bei (65) 
seinen Dienst und es muss in eine Untersuchung der verschiedenen 
möglichen Fälle eingetreten werden. 
1. Fall, r = 0, « = 0, e = 0. 



Man setze w = -r- -r— , so ist 

I dz 



(67) 



1 d'^ -r 



Das folgende war Gegenstand einer brieflichen Mittheilung an Herrn 
L.Fuchs am 17. Februar 1890. 
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Diese Gleichang echliesst aber die Cylinderfnnctionen jeder 
Ordnung in sich ein. 

Sei ij der Quotient zweier particulären Int^ale dieser Gleichung, 
so genügt 1} der Kummer'schen DifFerentialgleichnag dritter Ordoung: 



(69) , = i = 4,„,(A)=-+±-+.., 

was aber nur gestattet ist, wenn die höchste negative Potenz in (68) 
von gerader Ordnung, andernfalls nrnss dies erst dnrch eine Trans- 
formation erreicht werden, wie sich in Fall 6) zeigen wird, so ist 

daher 

(70) -2G = -i-^--, 
d.h. 



(71) ß_t = iyi;— 4a„e,, u. s. w. 

Demnach 



(72) -^=-^, v-i,.— V-»'— ' j^^y 

Von der Stelle 2^0 wollen wir sagen, sie sei eine (X; — l)-mal zu • 
zählende Stelle der Unbestimmtheit für 



dq 



xweigt sich --t^ an ihr in bestimmter Weise. Hört 3 = auf, eine 

Stelle der Unbestimmtheit für -~ zu sein, so gilt dies auch für i;, 

daher auch für ^ und endlich für y nnd umgekehrt, wenn der Punkt 

s = es nicht für w ist, so ist er es auch nicht für ^-- Der 

dz 

Punkt 2 ^ ist aber nicht mehr eine Stelle der Unbestimmtheit, 
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wenn 
(73) a_i = 0, a-i4-i = 0^ . . ., a^a = 

sind. Die von Herrn Fuchs ennittelte Bedingung a_i = ist daher 
die erste von den (k — 1) notwendigen Bedingungsgleichungen; die 
Aufstellung der ferneren hat leine Schwierigkeiten. Man findet mit 
leichter Mühe: 

und allgemein: 

(HI) 2 (f>jf*i--j—^ajCi^j) = 0. » = 0, 1, 2, ..., *-2 

2. F^ll. r = 0, t = 0. 

Alsdann müsste, wie aus (III) folgt, a^c^ = Ossein; dies wider- 
spricht unserer Annahme, also muss y für 2 = stets unbestimmt 
bleiben. 

3. Fall, r = 0, « = 0. 

Es gilt das für Fall* 2) gesagte, da b^ dann Null sein müsste, 
was der Voraussetzung widerspricht. 

4. Fall, « = 0, t = 0. Wie Fall 3). . 
S.Fall. « = 0. Wie Fall 3). 

6. Fall, r = 0. p] und jp, haben eine Potenz von z als ge- 
meinsamen Factor. 

ünterfall «). Sei diese Potenz eine gerade, z. B. z^"^, wo natür- 
lich m<*, so ist die höchste negative Potenz die 2(k — w)*®. Die 
Bedingungen (III) bleiben bestehen, nur ist statt k stets (A — m) zu 
lesen. 

Unterfall ß). Sei diese Potenz eine ungerade, z. B. 2:^"*"^, als- 
dann lautet (65) 

wo p, = 2^p^^ Pj = z^-^p^ gesetzt ist. 

Die ungerade Potenz im Nenner von (65 a) gestattet nicl^t, eine 
Reihe für q anzunehmen. Man gehe zurück zu (61), so ist 

(61a) z^-£- = p,-^z^'p,y'hz^'^''''p,f. 
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««-»-^ =2p,+2«»'»p,y+2«^»'-V,y'; 



Man sabstitaire z := u*, ao folgt, 

(74) 
setzt man jetzt 

(75) 
80 ergiebt sich 



u 



3ft— 4m-fl 



y = — i — = — t?, 



(63 a) 



do 4p^Jg, 



r 2Jb--4 

L w 



— 4«i-M 



u 






.]._ 



ü' 



also eine Differentialgleichung von genau derselben* Form wie (63). 
Der Uebergang zu w lässt sofort erkennen, dass z = stets eine 
Stelle der Unbestimmtheit ist. 

7. Fall. t = 0, 

ünterfall a). p\ und p^ haben einen Factor, der eine gerade 
Potenz von z ist. Die Verhältnisse liegen wie in Fall 6), ünterfall a). 

ünterfall ß), p\ und p^ haben einen Factor, der eine ungerade 
Potenz von z ist. Es sei Pj> = z^^-^p^, p, = z^p^^ so lautet (61): 



(61b) 



2*-^ = 2^— ip,+2-p,+p,i/». 



Für z=^u^ als unabhängige entsteht: 



u 



2k 



-1 ^y _ 



(iu 



= 2M*"»-2^o+2M2>,y-|-2^,y'. 



Macht man y = — 



u 



2k— l 



2p, 



t?, SO geht hervor: 



(63b) 



dv 
du 



Wenn nun 



^ 4p,p, r 2p, (2A-1) 

\U 



-1) ^2dlogp, 



+ 



(24—1) . dlogp 



2k—2m—l 



du 



du 



) 



],- 



V 



substituirt 



wird, so gelangt man zu 

dw 



(65b) 



du 



+w^ = — 






Hierauf ist Fall 2) anzuwenden, also ist der Punkt ^ = f ür y stets 



M 



, 
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eine Stelle der Unbestimmtheit. Das von Herrn Fuchs in §4 Glei- 
chung (16) gegebene Beispiel ist hier anzuführen: 



") Druckfehler der Abhandlung: L.Fuchs, üeber die Werthe u. s. w. 

1) S. 12 (290), Gleichung (8): -?^ statt ^^ 

2) S. 14 (292), Gleichung (17): —^ statt J^^^. 

z dz z dz 






■i- 



i 






l: 



(76) s*-^ = |Sz+.4-ay*. |j 

Es ist pj = 0, m = 1, p^ = /9, p, = a. Daher entsteht \'V%\ 

(63Ö) -j — ht? = zrV — -^^ ^- 'i : ^ 



:!■- 






riMI 



Es ist klar, dass y für 2; = unbestimmt bleibt, so lange a und ß 
von Null verschieden sind, was mit der Deduction des Herrn Fuchs 
in voller Uebereinstimmung ist.*) 

Damit ist die von Herrn Fuchs in impliciter Form beantwortete 
Frage in expliciter Weise erledigt. Jedes Mal wenn für die 
Gleichung (67) die Bedingungen (HI) erfüllt sind, hört ^ 
auf eine Cylinderfunction zu sein. Knüpfen wir aber an (72) an, 
so erkennen wir, dass wegen des doppelten Vorzeichens von «_* sich 

zwei Werthe für -p ergeben. Demnach ergeben sich auch zwei P 

Werthe für ij und wir erhalten also wie früher zwei verschiedene 
Systeme von Lösungen: 

Im allgemeinen sind die Integrale also irregulär, und die 
darin auftretenden Potenzreihen sind divergent. Herr Fuchs 
hat nur die Form der Integrale festgestellt, über die Existenz 
derselben jedoch nichts ausgesagt. Es tritt also das, was im 
§ 6 über die Eintheilung derselben beigebracht worden, hier in Kraft. 
Aus alledem geht hervor, dass eine Cylinderfunction höherer Ordnung 
stets durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung definirt ist, 
welche mindestens eine wesentlich singulare Stelle vom Charakter 



1 1 
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eines Punktes der Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung be- 
sitzt; in der Umgebung dieses Punktes ist die Function durch Reiben 
im allgemeinen nicht darstellbar, aber der Form nachlassen sich die 
Integrale als Thome'sche Normalintegrale, und zwar in zweifacher 
Weise, angeben. Die Entwickelung dieser Normalintegrale 
erscheint mit Rücksicht auf die schon vorhandenen Untersuchungen 
über die semiconvergenten Reihen für die B es sei 'sehen Transcenden- 
ten und die allgemeinen Untersuchungen des Herrn Stielt] es in 
seiner Doctorthese über divergente Reihen als durchaus noth- 
wendig; der enge Rahmen, in welchen Herr Hamburger diese 
Fragen glaubte spannen zu müssen, ist nicht geeignet irgend einen 
Fortschritt auf diesem schwierigen Gebiete anzubahnen. — Wir wieder- 
holen: Heine's Definition der Kugelfunctionen höherer Ord- 
nung kann als solche nicht gelten, denn die daraus von Herrn 
Ulbricht^) abgeleitete Differentialgleichung der Cylinder- 
functionen höherer Ordnung 

ist nicht einmal im Stande die im Handbuch selbst auf- 
tretenden Cylinderfunctionen dritter Ordnung (p = 3), näm- 
lich die Functionen des parabolischen, des elliptischen Cylinders und 
die im- sechsten Theile von uns behandelte Heine'sche Function mit 
dem Grenzfall der hyper-Bessel'schen Transcendente, zu definiren. 

§8. 

Wir kehren noch einmal zu den einleitenden Worten des § 1 
zurück. 

Die Differentialgleichung des Potentials JF=0 lässt sich bei 
Körpern, begrenzt von Cylinderflächen zweiten Grades und den aus 
diesen durch die Transformation mittels reciproker Radien entstehen- 
den auf gewöhnliche Differentialgleichungen reduciren. 

Der Beweis ist leicht zu führen. 

Wird die Fläche F(xyz) = vom Anfangspunkt der Coordinaten 



^) R. Ulbricht, Studien über die Kugel- und Cylinderfunctionen. Nova Acta 
der Kaiserl. Leopold.- Carolin. Deutschen Akademie der Naturforscher, Bd. 52, 1. 
Halle 1887. 
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aus durch reciproke Radien abgebildet^ so ist zu setzen: 



X 



c'? 



.« , y = 



z = 



c'C 



?'4-ij'+C 



c ^ const. und r.g = c', wenn 

ist. Der Ausdruck JF, auf krummlinige orthogonale Coordinaten 
traosformirt, ergiebt nach Lam^ (Le^ns sur les coordinees curvilignes, 
S. 22, Paris 1859): 






^-.^ öA_.^ öA_.^ 



Öß, 



4 



^?» 



oft 



Setzt man nun p, = J, ß, = ij, ß, ^ f und folglich ä, ^ A, = Ä, = 
so ist: 



.3' 



'«'■^02' ~ cUöJU'' ÖjJ'^ön 



d_(cl dV 



dij\Q* dtj 






dt 



c dV 
Führt man in die runden Klammem statt — • -^^r das ihm gleiche 

(c \ ^~ 

l — V\ — ^^ ~fS~ ^^^ diö analogen Ausdrücke ein und bedenkt, 



dass J — = ist, so folgt: 
Q 

(80) |:J+H^4 



'^^'^m-H-i^-ym")] 



dx^ dy^ dz 

Ist demnach die linke Seite gleich 0, so ist es auch die Klammer 
auf der rechten Seite, d. h.: ist die Reduction der Potentialgleichung 
auf gewöhnliche Differentialgleichungen für einen Körper, begrenzt 
von einer Cylinderfläche zweiten Grades mit der Gleichung F(xyz) = 0, 
gelungen und ist das Potential V(xyz), so gelingt sie auch für den 
von der inversen Fläche begrenzten Körper: 



(81) 



( c'g 



C^tj 



c'C 



und das Potential ist: 



r+ij'+r ' t'^n*+V 



)=0 



(82) 






C*tj 



c't 



yfcfij'^' \r-hri'-i-v ' r-hn'-^v ' r+v'-^v 



) 






#•4 






i 
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Dem geraden elliptischen Cylinder: 



i y I £! = 1 

^ c'.cos'itt c'(co8'iM — 1) 



entspricht demnach die Fläche: 



(?*+i?'+o' = .. iV-.. + ^' 



c'.cos'tw c'(cos'tw — 1) ' 

welche die Einhiillende aller Kugeln ist, deren Mittelpunkte auf der 
Ellipse 4c'cos*iw.y'+4(?'(cos'iw — V)z^ = 1 liegen und deren Ober- 
flächen durch den Mittelpunkt dieser Ellipse gehen (Schlömilch, 
üebungsbuch, I, § 26 Aufg. 5). 

Dem geraden hyperbolischen Cylinder: 

f ^' = 1 



(5'+ V+O' = ,,„„„„ .>„:„„, 



c'cos^^ c^sin'^ 
ist beigeordnet die Fläche: 

_ n' ^ 

c^cos*^ c^sin'^ 

welche in ähnlicher Weise erzeugt werden kann; dem geraden para- 
bolischen Cylinder: 

y^ = — 4c'2:+4c* 
entspricht die Fläche: 

(Programmabhandlung des Herrn Karl Baer, Die Function des para- 
bolischen Cylinders, Cüstrin 1883); endlich dem Kreiscylinder: 

entspricht der Kreiswulst: 

c 

Offenbar gehören die soeben angegebenen Flächen zu den Cycliden. 
Statt daher die Gleichulig (1) direct herzuleiten, wie es in meiner 
Programm- Abhandlung vom Realgymnasium zu Duisburg, Ostern 1886, 
geschah, kann man dieselbe auch als speciellen Fall der von Herrn 
Wangerin^) aufgestellten Differentialgleichung der Cyclidenfunction 



*) Wangerin, Ueber ein dreifech orthogonales Flächensystem, gebildet 
aus gewissen Flächen vierter Ordnung. Cr eile's Journal, Bd. 82, 1877. 
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betrachten nnd versuchen, sie aus der allgemeineren Gleichung her- 
zuleiten. Herr Wangerin betrachtet das dreifach orthogonale System 
symmetrischer Cycliden: 

(83){^ ^^^^^ X,+a "^ X,-i-b y^ X,^c ^ - ^ 

A, > — <7 > A, > —b > A, > — a, 

und zeigt, dass die Reduction der Potentialgleichung für Körper, welche 
von derartigen Cycliden begrenzt werden, auf die Diflferentialgleichung 

(84) /(A)^ +i/'a)-5 +i(5A'-3a A»+a+CO^ = 0, 

wenn /(A) = Aß-haX^+bX^-hc^ß^+^D^), a = a+64-<? ist, 
führt. Setzt man 

(85) T= Aj, bez. A,, bez. A,; — a, statt a, — a^ statt i, — a, statt <?, 

so kann man (83) zusammenfassen zu 

Für D' = CO stellt (83a) ein System orthogonaler Flächen zweiten 
Grades mit Mittelpunkt dar, nämlich 

(86) ^fL + ^3^ + ^£!_ = i. 

Die zugehörige Gleichung (84) lautet: 

(87) g.(r)^+^^'(r)^+^(ßr+(§,')z = 0, 

wenn ^(t) = 4(r — a,)(r — a,)(T — a,) ist. 

Offenbar ist dies die Lame'sche Gleichung; aber es ist zu 

(5 

bemerken, dass -j- ganz willkürlich ist; es ohne weiteres mit w(w-hl) 

zu identificiren, ist unstatthaft, obgleich es oft geschieht. 
Nehmen wir an, D sei gleich Null, so heisst (83a) 

(88) (^»+ v'+2')' ^^^ ^' "^^^ y' ^^^ z' = 0; 

Haentzschel, Reduction der PotenMalgleichung. 9 



Fünftor Theil. 

dieser Gleichung sind die Inversen voq drei der oben genanntea 
linder enthalten. Die zugehörige gewöhnliche Ditfereutia^leichung 

isst: 

39) VW ^ +W(J) ~+iCöA'-30>l'+CA+6")2 = 0, 

. V(T) = 4x'CT-fl,)Cr-a,)Cr-a.) ist. 

Wir tranaformiren (88) durch reciproke Kadien und erhalten: 

r — a, c T — o, c* T — a, c 

Iche Gleichung wiederum ein orthogonales System confocaler Flächen 
eiteu Grades darstellt. Es ist aber aus (80) ersichtlich, dass, wenn 
7^0 ist, die Gleichung (84) sich bei einer Transformation durch 
siproke Radien nicht ändert, demnach muss zwischen (87) und (89) 
le Beziehung stattfinden. Non geht (88a) durch die Substitutionen 

A.* A~* 

)0) r = -— ; aj = --3L 

8 «j 

er in 

s — a, s — Kj s — a^ 
in eine Gleichui^ von genau derselben Form wie (86). Demnach 
ben wir in (89) 

auch die halbe Ableitung des- 



d, damit 


der Coefficient V( 


'° -di 


igen von 


-TT werde, 
ds' 




!2) 




z = yt' 


setzen. 


Dadurch entsteht: 




Ua,. 


i-l)(a.«~^lX«,- 


-«^ 



'^^j +2(3a,a,a.s'-2(a,«,+a,«.-H>,a.)s+(a,-|-a,-H».))-^ 

( -Hi(('^'+fl,a,«0»-Hfl.o,+a.a,-t-o,o,— C)y = 

d diese Gleichung definirt offenbar wieder eine Lame'ache Function 
eiter Ordnung. Würden wir durch a^a^a^ dividiren, so erhielten 
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wir die DiflFerentialgleichung in der algebraischen Normalform. Wir 
dürfen dies aber nicht thun, denn wir müssen in (88 a) a^ =0 oder 
in (88 b) a^ = oo setzen, um diese Gleichungen mit denen des ellip- 
tischen Cylinders identisch zu machen. Führen wir vorerst in (93) 

(94) 

ein, so ergiebt dies 



a = a^s — 1 



(95) 



4^(a,— a,+aja?)(a,— a,+a,^) -^ 
+2[3aia,4;'+2(2a,a3— a,a,— a,a3)^+(ai— «^(aa— ötj)] 



da 



+i [v^i^8+-j ^-+-— — C'-f-2aia3+aj(aj+a3)J y = 0. 



Für a, = 0, — «j(öj — flj) = ^ß^ ^8^3 = ^^ 

geht (95) sofort in die Differentialgleichung (4) der Func- 
tionen des elliptischen Cylinders über. Nach den Unter- 
suchungen des vierten Theiles ist die Integration von (95) nach den 

Methoden Hermite's nur möglich, wenn i(a,ajH — J proportional 

mit a^a^ ist. Da hier 0^=0 sein muss, so müsste auch C" = 
sein; dann stellt aber (4) die Exponentialfunction vor. Demnach 
ist die Integrationsmethode Hermite's nicht anwendbar 
auf die Differentialgleichung der Functionen des ellipti- 
schen Cylindersj das Product zweier particulären Integrale von 
(4) ist niemals eine ganze Function, wie bei der Lame 'sehen Glei- 
chung (95), wenn dort i(a,a3H — J gleich w(w-Hl)a,a, oder gleich 

^ ^ —a^a^ ist, obgleich (4) ein Grenzfall von (95) ist. 

Um diesen Grenzfall genauer zu beschreiben, nehmen wir an, a sei 
eine Function einer neuen Unabhängigen Wj definirt durch 

80 geht (95) über in 






(97) 



dw' 



X 



4(a,— «,)(a,— a,) 

C 



[('^^'^'•^S) 



a-^ C-\-2a^a^ + 



a 



«3(«, + «3)J 



y 



0. 
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( 



Setzen wir jetzt a, = 0, so moss (97) sich in Tl) verwandeln, oder 
mindestens in die Gleichung 



(la) 



dw 



3^-[K^^iF)'-^-o. 



d. h. X moss eine solche elliptische Function von w sein, die für 

(ßV 0—w \3 
^, 1 Übergeht. Nun genügen nach der Weier- 

strass-Schwarz'schen Formelsammlung S. 29 der Gleichung (96) 
die zwölf Quadrate von Weierstrass'schen c- Quotienten: 



(98) 






1 f ffrW V 1 ( (fx^ Y 

—ex KiTf^w) ^ (efj,—e)){ey—ex) \ aw ) ^ 



wenn 



«ii — 6x = 



a. 



«,— «1 



By — ex = 



a. 



3 8 



ex+eu-^-e^ =0 



ist. Dann ist aber 



(99) 



^l =il ■ 1 ), 



Für a, = 0, wird 

(100) ex = e^, 

d. h. die gesuchte elliptische Function muss so beschaffen sein, dass 
für ex^= efji^ oder für den Modul k gleich Null oder Eins, sie selbst 

^, 1 übergeht. Nun ist sinam(ftt, *) = *tgam(tt, *'), also 



muss X = — tg*am(w, k) sein, denn 

sin(ttt, 1) = «tgam(tt, 0) = 



Während also Herr Hermite von der Gleichung 



«-" — e^ 



dw 



= [w(n-+-l)Psin'amt£?H-A]y 
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ausging, welche fär x = sin'amto übergeht in 

4y(^)-^+2y'(^)-J— [n(«H-l)A'a;-f-% = 0, 

ip{x) = a?(l — x){X — P^), 

und für ^' = 1 die Differentialgleichung der zugeordneten Kugel- 
functionen darstellt, so haben wir es im wesentlichen zu thun mit 

(101) ^+[„Ä.tg'am«,-%, 

welche für ^ = — tg'am«? übergeht in 



(102) 



4y(^)-0-+2y'(^)-^ -{ak^x^K)y = 0, 
q>(x) — ^(1— ^)(1— Ä;''«), 



und für i* = 1, Ä;'* = die Differentialgleichung der Functionen des 
elliptischen Cylinders darstellt. Damit ist die Beziehung der Func- 
tionen des elliptischen Cylinders zu den Lame 'sehen Functionen 
zweiter Ordnung in einfacher Weise klargelegt und zugleich er- 
wiesen, was ich schon früher behauptet, dass He ine 's Grenzübergang 
(Handbuch I, S. 403) auf falscher Basis construirt ist, denn Heine 
wollte sie aus den Lame-Hermite'schen Functionen herleiten^ Wir 
machen schliesslich noch auf Gleichung (56) aufimerksam. Wird dort 
y==:z.8''i gesetzt, so entsteht die algebraische Normalform der 
Differentialgleichung für die Functionen des elliptischen 
Cylinders: 

^^^^>^ r f «.n 1 

welche erkennen lässt, dass unsere Functionen Cylinderfunctionen 
der dritten Ordnung sind. 

Wir schreiben diese Gleichung 



*-i'-^)^M*-'^)t 



+{_(_«(_j+2),.+(^_^)._^}, = 



id erkennen in derselbeQ einen besoDderen Fall der anderen 
104) 



|4,.(._ö^+2,.(4._3S)f 



H{-(e+^)(?+\^+2)«'+'».«+'».)j' = o, 

e für A ^ 2^+2 in die erste übei^eht. Die DifferentialgleichnDg 

04) ist meines Wissens in der mathematiscben Physik nocb nicht 

ifgetreten; wir wollen von ihr sagen, sie defiDire die verallge- 

einerte Function des elliptischen Cylinders. Die letztere 

it in der Umgebung der Stelle s^O geschlossene Thome'sche 

ormalintegrale, wenn das Product v^^,^, zweier particulären 

itegrale von (104) die Form hat 

p 
:i05) t,=-^, 



P eine ganze rationale Function q"" Grades in s vorstellt, wie 
ir auf S. 77 und 78 im vierten Theil ermittelt haben, und wenn 
isserdem m, und m, diejoDigen VVerthe haben, die aus Gleichung 
IIa) auf S. 77 folgen. Wir verzichten hier darauf, weitere Schlüsse 
IS diesen Andeutungen zu ziehen, welche z. B. sofort ergeben, dass 
ir die Function des elliptischen Cylinders das Product zweier parti- 
ilären Integrale niemals eine ganze rationale Function sein 
ünn, und wir unterlassen dies um so mehr, als die Ei^bnisse der 
ntersuchung sich als eine Fortsetzung unserer Programm -Abhandlung 
)n Ostern 1889 darstellen, hingegen directe Schlüsse auf unsere 
ntwickelungen in Paragraph 2 und 3 nicht zolassen. 



I 
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Sechster Theil. 

üeber die Helne'sehe Function nnd die ans ihr abg^eleitete 

hyper-Bessel'sehe Transcendente. 

Heine hat den dritten Theil im zweiten Bande seines Hand- 
buches der Kugelfunctionen der analytischen Theorie der Wärme 
gewidmet und hier im besonderen das Problem in Angriff genommen, 
die Bewegung der Wärme in einem Rotationsellipsoide zu bestimmen '). 
Die Lösung der Aufgabe erscheint abhängig von der Integration einer 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, für welche ermittelt 
wird, dass ihr Integral eine Cylinderfunction dritter Ordnung ist. 
Aber, schreibt Heine: „noch gelang es nicht, alle Schwierigkeiten 
zu überwinden, auf welche der Versuch stiess, für diese Gleichung 
Resultate zu gewinnen, wie die, welche man für die Functionen des 
elliptischen Cylinders erhielt. Es bleibt also noch nachzuweisen, dass 
man für jedes A eine oder mehrere Zahlen fi bestimmen kann, welche 
ein endliches Integral verschaffen. Ferner, setzt man die Variable 
gleich cosö, so muss die gesuchte Function eine periodische von 6 
sein. Im vorigen Bande habe ich derartige Untersuchungen geführt, 
indem ich mich der Integratiqp durch Reihen bediente iind nachwies, 
dass bei gehöriger Wahl der ju entsprechenden Constanten das Inte- 
gral sich durch eine convergente trigonometrische Reihe, die nach 
ganzen Vielfachen des Winkels fortschreitet, darstellen lasse. Dieser 
Weg führte hier bisher nicht zum Ziele. Die Untersuchungen des 
Herrn Hermite über die Lame'schen Functionen, und die Fälle, 



^) Die Resultate dieses Theiles wurden in dieser Form schon December 1886 
Herrn Professor Kronecker vorgelegt. 
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in welchen sie sich in periodische Functionen der Veränderlichen ver- 
wandeln, an die sich dann die Entwickelangen des Herrn Fuchs 
schlössen, haben vielleicht den Weg zur Behandlung der Integrale 
unserer Gleichung bereits eröffnet." (Heine, Handbuch der Kugel- 
functionen. Band H, S. 331.) 

Heine hat hiermit deutlich ausgesprochen, welchen Weg eine 
von ihm geführte Untersuchung genommen haben würde, hätte nicht 
der Tod seinem arbeitreichen Leben ein Ziel gesetzt. Diesen Weg 
zu betreten und nach H eine's Plan die Untersuchung zu führen, 
erschien mir der Mühe werth zu sein. Der Versuch die Hermite'schen 
Methoden auf die vorgelegte Differentialgleichung anzuwenden, führte 
mich auf die Integration derselben in geschlossener Form für einen spe- 

ciellen Fall. Das allgemeine Integral aber wird in Reihen entwickelt, 

1 € 

die nach Potenzen von 7 — r- und nach solchen von . ^ — r- auf- 

cos(£w) sm(€w) 

steigen. Die vorliegende Function nimmt aber noch ein besonderes 
Interesse für sich in Anspruch. Erschienen die Kugelfunctionen bis- 
her als Grenzfalle der den Lame-Wangerin'schen Functionen zweiter 
Ordnung adjungirten Functionen, so wird nun gezeigt, dass sie auch 
als specieller Fall in der der hier zu behandelnden. Cylinderfunction 
dritter Ordnung adjungirten Function enthalten sind. Möge es daher 
nicht unpassend* erscheinen, mit dieser Cylinderfunction Heine' s 
Namen zu verknüpfen. 



L Abschnitt. Ableitung der Differentialgleichung. 

§1. 
Bei der Aufsuchung der Temperatur F, welche zu einer beliebigen 
Zeit ^j in einem Körper herrscht, gelangt man bekanntlich zu der 
Hauptbedingung, der V genügen muss und welche durch die Gleichung 
ausgesprochen ist: * 






Liegt nun ein Rotationskörper vor, und sind t und u die krumm- 
linigen Coordinaten zweier orthogonalen Curvenscharen in der Meridian- 
ebene eines solchen, so wähle man den Winkel ^, welchen eine be- 
liebige Meridianebene mit einer festen bildet, als dritte Coordinate. 
Die a- Achse sei Rotationsachse. Alsdann stellen sich die recht wink- 
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ligen Coordinaten eines Punktes durch t, u und ^ ausgedrückt folgender- 
massen dar: 

(2) x = F^ (t, u), y = rcos^, z = rsind^, r ^= F^ (^, u). 

Die Bedingung der Orthogonalität lautet:. 

dx da dr dr ^ 

dt du dt du ' 

sie wird erfällt, wenn man zwischen a und r den Zusammenhang 

(3) a-hir = F(t-\'iu) 

annimmt, was, wie sich nachweisen lässt, stets erlaubt ist. Trans- 
formirt man (1) auf die Coordinaten t, u und ^, so erhält man: 



W -|? = «'A,M, 



ö«i 



hjhj dt 



+ 



g A. dV 
\h^ du 



+ 



Ä, Ä-j d^ 



dt ' du ' d^ 
Mit Rücksicht auf die Orthogonalitätsbedingung ist^) 

(5) 



V = i = F'(t+iu)F'(t-iu), 4r = r\ 



h 



Daher geht (4) über in: 



A! 



dV 



a 



(6) 



dt 
X 



rF'(t+iu)F'(t—iu) 

d ( dV\ F(t+iu)F\t—iu) d*V 



\dt\ dt)^ du \ du) 



r 



r]- 



Mit Heine*) nehme man zwischen Fimd t^ die Beziehung: 

(7) F=e * 'F, 

an, 80 bekommt (6) die Gestalt: 

l' ^ 



X 



rF'(t+iu)F'(t—iu) 
\dt\ dt)^ du \ du) 



F'(t+iu)F'(t—iu) ö'F, 



d» 



H- 



Zur Vereinfachung substituire man: 
(8) K=^ 



V^' 



^ Wan gerin, Reduetion der Poteatialgleichung für gewisse Rotationskörper 
auf eine gewohnliche Differentialgleichung. Preisschrift der Fürstlich Jahlonowski- 
schen Gesellschaft. Leipzig 1875. S. 3. 

3) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. Berlin 1878/81. Bd. II, S. 329. 
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4 ■ FXt+iu)FXt~iu) 



ergiebt sich 

:9) 



d'r, , a'v, F'(i+i u)F'(i—><'') ( V, , S'V. w 

V^ eine in & periodische Ftinctioa sein mnss, so entwickele man 
in eine nach ganzen Vieliachen von ^ fortschreitende trigono- 
itrische Reihe; also man setze: 
10) V, = i«,(ii,cos(i.*)+i,sin(»»)). 

idanu genügt Vr der partiellen DiffoTontialgleichnng: 



g'» (,. j) FXt+i»-)F'(l-iu) ^ 



diese Gleichang knnpfe man mit Heine die Bedingung: 
12) , = P(i)QJi.), 

folgt: 

11 d-P 1 d'Q 
P df -^ Q du- 
_ il TO+i.) «,_,■„)_ 4(v--Bn'+<..)n»-<») 

Ttms leitet man in bekannter Weise die BedlngnugsgleichuDgen ab: 

( f(i+.t.)J''C<--«) = j(0+s,(.«) 

18 beiden ei^ebt sich, dass F(t+iu) das Int^al der Düferential- 
ichting: 

15) pv^.j \ = c"°st = e* 
Q inu89 and in folge dessen die Gestalt hat: 

16) F((+»«) = y+^e^'+^'>+-^e-'<f-^\ 

■ a, ß, Y TÜlkSrliche (nt^^tioDSConstanten bedenteo'). 

') Han Tergleiche: Haentzachel, Zur Theorie der Functionen des ellip- 
Jien Cflindera. WisaenscbafÜiche Beilage znin Prognmin des Realgjmiiuituiis 
Dniabnrg. Oatem 1886; S. 5. 
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§2. 

Zur Ableitang der Meridiancurven ist zu setzen: 



(17) 






Es ergeben sich die orthogonalen Scharen: 



(18) 



a) 



(x-yy 



i^-^p-')' (^-^-y 



= 1, 



b) 



cos'(€t4;) sin^^su) 



_ 4aß 



,4 ' 



welche Ellipsen bez. Hyperbeln darstellen. Ihnen entsprechen Rota- 
tionsellipsoide bez. -hyperboloide. In dem besonderen Falle: 

a = oder ß = 

heisst die Abbildungsfdnction: 



(16a) 



F(t+iu) = y+ -4- «-^(wu)^ bez. 

c 



a 






und die Schar (18a) geht in concentrische Kreise, die Schar (18b) in 
ein durch den Anfangspunkt gehendes Paar von geraden Linien über. 
Diesen Meridiancurven sind Kugeln bez. Rotationskegel zuzuordnen. 
Ein Grenzfall tritt für 6 = ein. Geht man zur Erledigung 
desselben auf Gleichung (15) zurück und führt in das Integral der- 
selben statt der Exponentialfunction die entsprechende Reihe ein, be- 
stimmt ausserdem die willkürlichen Constanten so, dass a == j5 und 

[yH ä" ^"leii endlichen Werth S hat, so nimmt (16) die 

Form an 
(16b) F(t-hiu) = d+a(t+iuy. 

Die zugehörigen Curven sind Parabelscharen, nämlich: 
Daher der Satz: 



a) r' = — 4a^'(a?— J)+4a'^*, 

b) r»= 4aM'(ÄJ— rf)H-4aV. 



Die Rednction der Gleichung (1) auf gewöhnliche Diffe- 
ntialgleichangen ist nur für solche Rotationskörper mög- 
;h, die von Flächen zweiten Grades begrenzt werden. 

Dieses Reenltat ist bereits Heine bekannt gewesen.^) 



§3. 
Die Bestimmung der Functionen g und h in (14) erledigt sich 
n sofort. 
In der That findet man: 

[ F'(t+iu)F'(t-iu) = 4 ( '""7f"'' )V4af? [ '"'~"~'^ ) 
F'(t-\-iu)F'(t—iy) aß 



{F(t-[-iu)—F(t—iu))* J aeX—ße—' V ^/ g^— g-^ y 



Jier lautet Gleichung (13); 



1 <i'P . 1 d*Q 
P df ^ Q du* 



\ 2« / /ae" — ße^" r e' sm'et* 

\ Te ) 
I zerlegt sich in die beiden anderen: 

dt' -\( „t"-ßP^ *'- \ 2. /+''K 
20) \ ii j 

•fQ ^ K.r'-i')'' I ^''■^, 

dw* l sin'eu «* 

dem besonderen sich auf die Kugel bez. den Ereiskegel beüe- 

nden Fall geht die erste dieser Gleichungen, da a oder ß gleich 

ill zu setzen ist, in die DifTerentialgleichung der Fourier-Bessel- 

lien, die zweite in die reducirte der Laplace'schen Functionen über. 



') Han vei^l. Esrl Baer, Ueber das Qleichgewicht nnd die Bewegung d«t 

arme in einem -homogenen Rotationsparaboloid. Inauguraldisaertation. Halle 
81. S. 3. Dieee inhaltrei che Arbeit hat Heine selbst noch vorgelegen, er er- 
int sie im Handbuch der Kngolfunotionen, Bd, II, S. 292. Die dnrch (21) de- 
irten Functionen sind in ihi zueist' bebandelt voiden. 
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Für den Grenzfall des Rotationsparaboloides aber lautet das System (20): 



(21) 







Macht man in der Differentialgleichung für die Function P das Argu- 
ment w = it zur unabhängigen und setzt a = ß, wais für Rotations- 
Ellipsoid, -Hyperboloid und -Paraboloid erlaubt ist, so haben beide 
Gleichungen des Systems die Form: 



(22) 



d 
du 



m' l sin' 



€U 



9^9 



A'a 



sm'eu 



— m'I ^• 



Es sind denmach die durch (22) definirten Functionen zu unter- 
suchen, y = t?e""*ysin(ew) soll als Heine'sche Function im Fol- 
genden bezeichnet werden. Der Fall i = 0, welcher sich auf das 
Wärmegleichgewicht bezieht, lässt die adjungirte der He ine 'sehen 
Function in die Eugelfunction mit ganzzahligem unteren, aber be- 
liebigem oberen Index, welche ich kurz Laplace'sche Function nenne, 
übergehen. Ist ausserdem e = 0, so erhalten wir die Fourier- 
Bessel'sche Transcendente. Im allgemeinen ist v eine ganze Zahl; 
setzt man aber für den Augenblick 'v == ^, so ist v die Function des 
elliptischen Cylinders; also hat v auch Beziehungen zu dieser Function. 



*' 






4 

t 

J 



IL Abschnitt. 

Die Heine'sche Function ist eine Cylinderfunction 

dritter Ordnung. Allgemeine Bemerkungen. 



§1. 



Wir gehen aus von: 



(1) 

substituiren 
2) 



d 
du 



u^ l si 



— i)€» Va 



am €u 



-j— sin'ßM — ju'l V, 



sm €t^ 
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und machen i zur Unabhängigeii, so entsteht: 

Setzt man alsdann: 
(4) , = ,.*, 

io genügt y dei Differentialgleichung: 



(5) 



\i'\'-'')%+i'Xi'-i'')^ 



- {(.■_1),'_ (^•- f !) ,+Va'\y = 0. 



Diese Gleichung werde als die algebraische Normalform der 
Differentialgleichung für die Heine'Bcben Functionen bezeichnet, well 
in ihr der Coefücieat von -p die halbe Ableitung des Coefficienten 

TOn -A- ist, auch die Ordnung des Coefficienten von y um zwei 

Einheiten geringer ist als die von -^ • Hingegen sei die Gleichung 



(6, A\ = { <.-'-}>' -L,-'']^ 
^ ' deu* l ain*cM V^ 4/ sm'c 



|-A'( 



iie einfach periodische Normalform der Differentialgleichung. 
Die Function y ist eine Cylinderfunction dritter Ord- 
nung. Denn das Integral 

r ds 

^'^^ J yil'Cs— «') 

verwandelt sich für 

(8) » = -^ 



J Vi? 



also in den Grenzfall des elliptischen Integrals 

f dx 



dessen Invarianten j, und g^ Null geworden sind. Eine Function y 
sollte aber eine Lame'sche von der dritten bez. zweiten Ordnung 
heissen, sobald g^ und y, unbeschränkt veränderlich sind; sie sollte 
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zur Laplace'scben werden, sobald ^J — 27^J ^ iat; sie sollte 
endlich für <?, = jr, = ia eine Cylinderfauction übergehen. 

Dass die Heine'sche Function eine Cylinderfunction dritter Ord- 
nung sei, hat Heine durch eben denselben Grenzübergang aua der 
allgemeinen Lame'schen Function dritter Ordnung abgeleitet, durch 
welchen er darzuthun versuchte, dass die Functionen des elliptiscben 
Cylinders aua den Lame-Hermite'achen Functionen zweiter Ordnung 
heryoi^ehen. Nun stellt aber Gleichung (5) für v ^^ ^ die Differential- 
gleichung der Functionen des elliptischen Cylinders vor; wer daher 
den Charakter der Heine'scben Functionen als Cylinderfunctionen 
dritter Ordnung anerkennt, wird nothwendig auch die Functionen des 
elliptischen Cylinders als Cylinderfunctionen dritter Ordnung ansehen 
müssen, wie ich letzteres in der Duisbui^er Programmabhandlung 
zuerst gethan habe. Die Heine'sche Function und die verallgemei- 
nerte Function des elliptischen Cylinders stehen einander ge- 
rade so gegenüber, wie die Lame-Wangerin'sche Function der 
Lame-Hermite'schen Function zweiter Ordnung; hier kann v nur 
die Hälfte von ungeraden Zahlen, dort kann v nur ganzzahlig sein. 

§2. 
Da ^ für a ^ zur Laplace'schen Function zweiter Ordnung 
wird, so li^ hier der Fall vor, dass eine Cylinderfunction ab 
speciellen Fall die Laplace'sche Function der nächst niederen Ord- 
nung in sich schliesst. — Die Gleichung (5) enthält ausserdem den 
GrenzfaU 

(9) . = 0. 

Für denselben versagt die Substitution (8). Wir haben es alsdann 
mit jener Abart der Heiue'schen Functionen zu thun, welche zu den 
allgemeinen, in (5) defiuirten, Functionen in derselben Beziehung 
stehen, wie die Functionen des parabolischen Cylinders zu den Func- 
tionen des elliptiachen Cylinders. Die besagten Functionen geben aus 
den Heine'scben durch einen streng functionentheoretischen Grenz- 
übergang hervor. Es ist aber wiederum hervorzuheben, dass sie, . 
wenn auch A ^ ist, durch Cylinderfunctionen zweiter Ordnung, 
nämlich durch die Fourier-Bessel'sche Transcendente, sich dar- 
stellen lassen. Da sie dies aber auch für ju ^ thun, was zwar an 
den Gleichungen (I), (21) nicht direct erkennbar ist, so will ich diese 
Functionen als hyper-Bessel'sche Transcendentea bezeichnen. 



53. 

Die GleichoDg (1) läset sich aber noch too einem zweiten Gesichts- 
lunkte aus betrachten; es ist gerade deijenige, von welchem Ueiae 
lie GleichuDg (1) behandeln wollte, wie aus den in der Einleitung 
itirten Worten hervorgeht. 

Der Fanction v stellen wir eine Function y g^nüber, die als 
idjungirte Fanction bezeichnet werde und mit v verbunden ist 
lurch die 61et<^nng: 

(10) V = yc~l8iiil«M, 

dass also v = ys"* oder 

9t. 

5P genügt der Differentialgleichung: 

Setzt man 

ergiebt sich: 

reiche Gleichung für A ^ die Laplace^sche Function zweiter 
Jrdnung, wie sie Heine betrachtet hat, zu Integralen hat, nämlich; 

10 der untere Index ganzzahlig, der obere hingegen willkürlich ist. 
Um (13) auf eine algebraische Form za bringen, .führe man die 
lene Variable 

(14) Q = cose« 

in, 80 erhält man: 

i6)a-rt^-2,|4(.+i)-3^_i;?:(i-o},=o; 

Jso genau die Gleichung, welche Heine im Handbuch, Bd. U, S. 329 
Qit No. (7) bezeichnet. Hoine's Gedankengang folgend, bilden wir 
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weiter zwei Functionen qf^^ bez. q>{y) und definiren sie durch: 

(16) y^"^ = t?e''+*sin-(''-»-*)eM = yfi^'sin-^'ßM, 

(17) y(y) = ve-^-^sinT-^eu = yc-'' sinket*, 
oder durch die Differentialgleichungen: 



(18) 






f A'a' 1 

|e'(n— v)(n4-v+l) j-sin'ettj yW = 0. 



(19) 



«^'^W .<'o„ i\-t '^^'M 



<2u' 



e(2i.-l)ctgeu^ 

f A'a' 1 

4- |€'(wH-r)(w— 'v^ 1) f- sin'ewj 9)(v) 



0. 



Machen wir schliesslich noch*) 



(20) 



a 



sin'ctt 



zur unabhängigen Variablen, so lautet Gleichung (1): 



4<l-6'^)4^ 4-2(1-26»^) "^"^ 



(21) 



da' 



dx 



— j^^^^-hr«'^— iu'}i?=o, 



weiter Gleichung (13): 



(22) 



fMl-«'.)Ä+2(2-3.'.)^ 



dx' 



+ 



{eV«-l-l)— ■^— ^'«'4? = 0, 



weiter (18): 



(23) 



, . (i'y(^> 



4<l-e'^)-^^^/i — h2[-6'^+(2r4-2)(l-6'^)] 



dx 



d(p(^) 
dx 



\€\x—vXx+v+l)—X'a'x}(p(^) = 



^) Eine Verwechselung dieses x mit dem in Abschnitt I, Gleichung (1) auf* 
tretenden ist wohl ausgeschlossen. Die Bezeichnung ist so gewählt, dass eine 
Vergleichung sowohl mit meiner Abhandlung: „lieber den functionentheoretischen 
Zusammenhang u. s. w.'' in Schlömilch's Zeitschrift, 31. Jahrgang, 1886 stets 
möglich ist — man hat nämlich für « = die v- in ^-Functionen, die <p- in 
2-Functionen zu yerwandeln — als auch mit der schon genannten ^rogramm- 
Itbhandlung für v ==i, £ = m, 

Haentzschel, Redaction der Potentialgleicbnng. \Q 



indlich (19): 

mau in Gleichung (23) e* = — 1, so bemerkt man, dass sie 
Bch wird mit dei von Heine im zweiten Bande des Handbuches 
er vorletzten Zeile der S. 330 abgeleiteten. Es sind demnach 
eichongen (1), (5) nnd (23) diejenigen, auf die wir unsere Auf- 
amkeit besonders zu richten haben. 

§4- 
Vir dürfen aber nicht unterlassen die soeben hingeschriebenen 
ungen ^r den Grenzfall e^O noch einmal vorzuführen. Es ist: 






t+i-a 



V ^ yVu, also (p ^ - ;:- - = — - 



»(•■) = üU-f'+l) = 



i y«— ■ 
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Gerade diese Gleichung ist höchst charakteristisch für die hier vor- 
liegenden Functionen. Bezeichnet man die durch (22) definirte Func- 
tion mit g>^'g^(ai), so ist 

d. h. identisch mit der Fourier-BesseTschen Transcendente mit ganz- 
zahligem oder gebrochenem Index und der Variablen a.^) Ebenso ist 

die Fourier-BessePsche Transcendente mit ganzzahligem Index und 
der Variablen j/a;. Wegen dieser gewiss merkwürdigen Eigenschaft 
der Function (f^l^'^^Qß) in doppelter Weise durch Specialisirung in die 
Fourier-Bessel'sche Function überzugehen, bezeichne ich diese 
Function als hyper-Bessel'sche Transcendente. 
Schliesslich ist 



d'<^M 



d(p(^) 



(23a) 4^J:i£^+4(r+l)-^^^ + {M^-A^a»a;ly('') = 0, 



da 



da 



(24a) 4^i^_4(v-l)^ + {fi'-A'a'^!yw = 0. 



§5- 

Die nächste Frage, welche wir uns vorzulegen haben, ist die, 
welchen analytischen Charakter hat die Heine'sche Function. Die 
Antwort darauf kann in doppelter Weise gegeben werden. Geht man 
von der Gleichung (5) aus, so ist dieselbe offenbar ein besonderer 
Fall der Differentialgleichung: 



d'y 



dy 



(25) y(0^+i9'(0-i— l(^'-i)«'+c«+^'}y=o, 

wenn ^(s) = 4(8 — a^^(8 — «,)(« — «,)(» — aj gesetzt ist. Definirt 
man nun 



(26) 



(^y=»«, 



^) Man yergl. K. Baer, üeber das Gleichgewicht und die Bewegung der 
Wärme in einem homogenen Rotationsparaboloid. S. 20, Gleichung d) und e). 

10* 
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80 ist bekanntlich: 

« = «iH / N 1 M/ N •• = 1.2,8,4. 

Macht man nun in (25) u zur unabhängigen, so geht hervor: 



(27) 






Diese Gleichung mit doppelt- periodischen Coefficienten hat nach Herrn 
Picard*) eine doppelt-periodische Function zweiter Gattung als parti- 
culäres Integral. Verschwinden nun in ^(s) drei der Grössen a, so hat 
dies far die Integrale von (27) die Folge, dass man überall, wo pu in den- 
selben vorkommt, statt dessen —^ lesen muss, wie es die Gleichungen 

(7) und (8) darthun. Da aber eine doppelt -periodische Function 
zweiter Gattung zuweilen darstellbar ist als Product einer gewöhnlichen 

• 

doppelt-periodischen Function in eine Exponentialfunction, so wird unter 
Umständen unsere Function y in der Form einer algebraischen Func- 
tion von s multiplicirt mit einem Exponentialfactor auftreten können. 
Es weist dies auf die Möglichkeit hin, die Heine' sehe Function in Form 
eines geschlossenen Thome'schen Normalintegrals darzustellen und in 
der That gelingt es, wenn zwischen den Constanten der Differential- 
gleichung eine gewisse Bedingungsgleichung stattfindet. Eine andere 
Seite unserer Untersuchung betrifft die Entwickelung der vorliegenden 
Function in Reihen. Gehen wir dazu zurück auf die Gleichung (1), so 
hat dieselbe als Differentialgleichung mit einfach-periodischen Coefficien- 
ten zu Integralen einfach-periodische Functionen der ersten oder zwei- 
ten Art, wenn wir mit Herrn Floquet') eine einfach periodische Func- 
tion zweiter Art dahin definiren, dass sie bei Vermehrung des Argumen- 
tes um die Periode übergeht in sich selbst multiplicirt mit einem Factor. 
Herr Mittag-Leffler') hat nun den Nachweis geführt, dass die 



^) Picard, Sur les equations differentielles a coeificients doublement perio- 
diques, Borchardt^s Journal, Bd. 90. 1881. 

*) Floquet, Sur les equations differentielles lineaires a coefficients perio- 
diques. Axmales de T^cole Normale Superieure. II« Serie, Tome 12. 1883. 

^ Mittag-Leffler, Sur les equations lineaires a coeffidents doublement 
periodiques. Comptes Rendus, Tome 90, p. 299 — 300. 1880. 
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lineare Differentialgleichung 



4-pnt?, 



deren Coef&cienten eindeutige periodische Functionen mit der einen 
singulären Stelle u = ^ sind, immer ein Integral v(u) hat der Art, dass 

ist. Denn sei f(u) ein beliebiges Integral, so sind 

/(t*H-27r), /(M+47r) . . . 

auch Integrale und man hat folglich: 

f(u+2mn) = ^^/(w)-hu4,/(w4-27r)H hAmfiu-h2(m—l)7i) 

wo man immer A^ von Null verschieden und w < w annehmen 
kann. Setzt man nun 

v(u)=/{U'{'2(m—l)7i)'-^lJ{u-h2(m—2)7t)'\ hlm-i/(u) 

und wählt die Coef&cienten 2,, Z, . . . 2^-1 so, dass die Gleichungen 

__^_^____^___^___ ^— • • • ^^2 ■' ' ' 



-"m"4~Zi 



?. 






befriedigt werden, was inuner möglich ist, so erhält man 

t?(w+27r) = lv(u), 

und es ist v(u) eben so gut ein Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung wie f(u). 

Denkt man sich aber l auf die Form gebracht 

l = ^^ifn^ 

so ist €'~'^'^v(u) eine periodische Function und kann als solche nach 
einem bekannten Satze ') in die convergente Reihe entwickelt werden 

Also ist v(u) darstellbar in der Form 

v(u) = 2 Cn^*""e»*«* 



und 



n=— 00 



n = oo 



t?(— w)= Z Cne-«"»«^-»««*; 



n= — oo 



^) Briot et Bouquet, Theorie cles fonctions elüptiques. II« edition, p. 158, 
Paris 1875, 
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daher 



/(«) = 



v(u) — 1)( — u) 



d. h. das Integral lasst sieb in eine Potenzreihe entwickeln, die sich 
ihretseits in eine trigoDOmetrische Reihe lunfonneD lässt. 



Um einen weiteren Einblick in die Natur der Integrale 
halten, wende man anf die Gleichung (5) 



4»"(»-«')ä^+2.'(4.-8.-)J-{c.'-l).'-(p'-^').+i-a'}!, = 

die von den Herren Fnchs und Thome ao^ebUdete Theorie der Diffe- 
reDtialgleichongen an. Die Coefficienten unserer Gleichung werden nur 
unstetig an der dreifach zu zahlenden Stelle 3 = 0, ausBerdem lör 
s = e* und s ^ oo. Was die Stelle s ^ betrifft, so ist dieselbe 
nach Herrn Fuchs*) eine Stelle der Unbestimmtheit mit be- 
stimmter VersweigUDg; eine determinirende Fundameotalgleicbiing 
giebt es für sie nicht. Wir werden uns daher auf eine einfache 
Reihenentwickelung beschränken müssen, nachdem vorher noch von 
der Function y der determinirende Factor al^esondert ist. 

Um d«£ Verhalten des Integrals an den Stellen s = e* und 
« =: oo zu ermitteln, verlege man die unendlich ferne Stelle ins 

Endliche. Dazu sette mau s ^ — and mache x zur Unabhü^gen, 

so erhält man: 

FurdieStel1«jr^0 bei. s = oc lantet die detenninininde FoDdunentsl- 
gleichung 

»'—1 
4 ' 



rCr-l) = 



tr ixt Wertbe. vrlrli» die Inirfrale einer DiffweiklUlgkühiuig 
in^Iir«n Paukten annehmen können. Sitnuiesbericlile d«r 
E(iss«D.vbkft«n tu Berlin, 11. )Bn 1986, §4, S.U. 
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1 /M X. V • 

deren Wurzeln r, =z — + — bez. r, = -^ — ^ sind. Die Diffe- 
renz derselben r, — r, ist demnach gleich der ganzen Zahl v, woraus 
folgt, dass das allgemeine Integral mit Logarithmen behaftet sein 
kann, d. h. dass o? = 0, bez. 8 = oo unter Umständen eine wesent- 
lich singulare Stelle im Giltigkeitsbereich des Integrals ist. Anderer- 
seits sind r, und r, von einander verschiedene rationale Zahlen; dem- 
nach hat die Differentialgleichung auch algebraische Integrale ausser 
für i; = 0. Wir werden sehen, dass die Stelle a? = im allge- 
meinen wesentlich singulär ist. Verbindet man jedoch Vy fi und 
l durch eine gewisse Bedingungsgleichung, so wird a = ausser- 
wesentlich singulär, wofern v von Null verschieden ist, und die 
Integrale sind in geschlossener Form darstellbar. Dieselben erscheinen 
als das Product einer algebraischen Function in eine Exponential- 
function; es sind geschlossene Thome'sche Normalintegrale. 

Für die Stelle ä = — =- bez. s = e' lautet die determinirende 

Fundamentalgleichung : 

r(r— l)+ir = 0; 
also r, == 0, r, == ^. 

Diese Stelle ist also ausserwesentlich singulär. 



i 

if 



III. Abschnitt. Die Heine'sche Function 
in der Umgebung der Stelle der Unbestimmtheit. 

A. Unter welcher Bedingung ist die Heine'sche Function 
in geschlossener Form darstellbar und welchen Ausdruck hat dieselbe? 

§1. 

Herleitung der Bedingung. 

An eine Untersuchung des Herrn Brioschi anknüpfend war es 
mir in meiner Dissertation ^) gelungen, den Nachweis zu führen, dass 
Herr Brioschi die Differentialgleichung der Lame-Wangerin'schen 
Functionen zweiter Ordnung algebraisch integrirt habe. Die an jene 

a'F ö'F d^V 
*) Haentzschel, üeber die Reduction der Gleichung ■5~2"+""ä~2^"'ä~2 ~ ^ 

auf gewöhnliche Differentialgleichungen. Ein Beitrag zur Theorie der Lame- 
sehen Functionen zweiter Ordnung. Berlin 1883, Mayer und Müller, 
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itegrale gelnüpft« Bedingangsgleichnng aufstellend, zeigte ich, dass 
ao zar Greoze übergebend, nämlich von den elliptischen Fnnctioaen 
I den einfach periodischen, zugleich algebraische Ausdrücke für die 
agelfunction P', wofern «>-« ist, erhalten habe. Die HeineVhe 
mctioD ist nun die Verallgemeinerung der Laplace'schen Functionea 
weiter Ordnung in das Gebiet der CylinderfuDCtionen dritter Ordnung 
nein. Ea liegt daher der Gedanke nahe zu untersuchen, ob unsere 
ifferentialgleichung io geschlossener Form iut^rirbar bt, da sie fär 
= algebraische Int^ale besitzt, und wenn dies möglich ist, 
jlcher Bedingungsgleichung ihre Parameter genügen müssen. 

Eine Methode, die man Herrn Hermite') verdankt, anwendend, 
he man aus von 

*'\'-'')^+^'(.*'-^'')^-[(.'''-»''-(i''-j)'+l-<']y=0- 

IA = s' — e*8' 

nn lautet Gleichung (1): 

3) '2Ay"-\-A'y'^2By. 

nd ^j und y, zwei particulare Int^ale dieser Gleichung und 

Idet man 

*) ^ = y,y„ 

genügt V der Differentialgleichung: 
5) 2Av"'+ZA'v"+A"v' = 8Bt>'-i-4B'v. 

an untersuche, ob dieser Gleichung eyie in a ganze Fanction v ge- 
igt und differenzire dazu Gleichung (5) p-mai nach s, so erhält man: 

ämnach heisst der Ooefficient von t><p-i): 



an setze: 
2) 



') 



[ermite, Sur TiSqnation de Lame. AnnaJi di matematiea , 2. Reihe, 
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und er nimmt, wenn man A^^^ und £'' einfährt, die Gestalt an: 

4p»(p'-l-(*'-l)). 

Er verschwindet daher, sobald p = v ist, d. h. man kann der Gleichung 
(5) durch eine ganze Function in s vom (v—iy^^ Grade genügen, 
denn t?^^~^) = const. befriedigt Gleichung (6) identisch. 

Da nun v alle ganzzahligen Werthe von bis oo anzunehmen 
im Stande ist, so ersteht man sofort, dass der Werth v = nicht 
zu denjenigen gehört, für welche die obige Deduction gilt. Der Fall 
V = ist von der ferneren Untersuchung auszuschliessen und wir 
setzen deshalb 

(7) v = n+l, 

wo n alle Werthe von bis oo erhalten darf. Alsdann heisst 
Gleichung (1): 

[1] 4s\s-€')^-\-28\4:S^Se')^-[n(n^2y^ (^•_:^)«4-A»a'|y = 0. 

Es tritt in ihr also jener Parameter 7i(n+2) auf, welcher nach Heine^) 
für die Lame'schen Functionen dritter Ordnung, also auch für die 
aus ihnen abgeleiteten Cylinderfunctionen derselben Ordnung, so cha- 
rakteristisch ist. Man führe nun: 

in die Gleichung (5) ein'), also in 



[5] 



(«*-e'«')4S-+(6«*-|e»«') ^'^ 



da* ^"^ ^ '' da* 

+([6_«(n+2)]8'4-(i»*- ^«'>->t*a')-^ 

- („(«+2>-i(^'- ^)) « = 0, 



80 müssen die Coefficienten der einzelnen Potenzen verschwinden. 
Daraus leiten sich folgende Bedingungsgleichungen her: 



^) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. II. Aufl. 1878/81. Bd. I, S. 447. 
^ Wir unterlassen nicht auf unsere weitergehenden Resultate auf S. 77 

hinzuweisen, die, wenn v ^ n — k-\'\ gesetzt wird, für v die gebrochene Function 

S 

-j anzunehmen gestatten, wo «S eine ganze Function vf^ Grades ist. Die der 

Gleichung [5] alsdann entsprechende Gleichung ist aus (III a) auf S. 77 zu bilden; 
für y s= kann also v keine ganze Function sein« 






1 



(9) 



Cn+i)(M'-«'Cn-H)*)o.+lC2n+l>w, = 0, 

i'aX-Kn-iXM'-A"-4)')«i+2C2nX«-l>. = *>, 

A'«'(n-l)a,-Kn-iX^ '-«'C«-4)')'^+3(2»-lX"-2)a. = 0, 
>l'a»Cn-2K-K«-4){^'-«'C'»-4)')«,+4(2n-2X"~3)a.=0, 



-|-(p+lX2n-p-t-lX»— pK+1 =0, 



A'«'.2.a,-3-l-i(/i'— |e')«— i+nC*H-2)o. . =0, 

i'o'.l.a,_i4-i(|ii'— -f-jd, =0- 

Man folgert auB diesen Gleichungen: 

(>i'-t'(n-H)') , 
a, 2^; ■>« 

_ (3B-l)|>'-i'(n+i)')(;t'-f'(«-i)')-4«U'B= 

"* -21 2' -.'(»-!) ^ "^ 

^_ (2fi-3Xi»'-t'Ci-H)')(f '-*'("- i)')(f '-«'"'Hl)') -^^'«'»l>'(S"-<)-<\3'''--5"'+^-')l 
3l2*n'(»-l)(n-S) 

Es besteben, demnach (n+1) Gleichungen zwischen den (n+l) Grössen 1 
o,,, zwischen |U* und l*. Von diesen bleibt a^ willkärlich, während | 
X* durch die Nebenbedingungen des gerade vorliegenden physikalischen 
Problems in der Weise bestimmt wird, dass es im Fall des Wärme- 
gleichgewichts verschwindet. Man kann daher die CoefQcienten dp 
durch n\ X* und o„ ausdrucken und /i' selbst dadurch ermitteln, 
dass man die Determinante des vorliegenden Systems von homogenen, 
linearen Gleichungen gleich Null setzt. Geschieht dies, so erhält man: 
C'H-iXi"'-«*('H-i>'), l(2n+I)n, 0, 0, 

l*a\ (n-i)t«'-('(n~i)'), 2.2n(n-I), 0, 

0, i»a'{»-I), («-JX^'-iV-f)'), 3(2n-l){--3), 

I) 0= 0, 0, l'a\a—2), («—jX^a-t'fB-jl"), 

0, 



Diese Gleichung (m+l)"" oder v'*" Grades in fi' ist demnach die 
Hauptbedingung für die Existenz algebraischer Integrale der Gleichuag 
[&]; ihre Auflösung ist zu leisten, bevor man zur Bestimmung der 
ganzen Function v übergehen kann. 



l) 
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Diese Gleichungen lauten für 

n = 0(v=l). ^»_:J = o. 

« = 1 (v = 2). {^fi'— ^ «')(a* — ^) — 4A'a' = 0. 

^ = 2 (r = 3). (^>-^|.')(^>^| e')(^'- ^) -IGA V (i^'-^.') = 0. 

— 8A'a'(iu'-^Y5(fi'— ^')^66€') -1440A'a'6*4-144i*a* = 0. 



Zu denselben Gleichungen wäre man gelangt, wenn man die Zähler 
der Coefficienten a^, «j, 'a,, . . ., a« für n = 0, 1, ... (n — 1) gleich 
Null gesetzt hätte. Denn für n = 2 z.B. muss a, verschwinden; 
der Nenner thut dies von selbst, also muss es auch der Zähler, der 
dann wirklich die oben hingeschriebene Gleichung ergiebt. Wir ver- 
weilen jedoch bei diesen Gleichungen nicht, sondern versuchen nun 
die Integrale selbst herzuleiten. 

§2. 
Aufstellung der geschlossenen Normalintegrale. 

Besitzt die ganze Function v weder eine Doppelwurzel, noch ver- 
schwindet sie für eine Wurzel der Gleichung 

(12) Ä*— €V = 0, 

so ist die von Herrn Hermite gelehrte Integrationsmethode anwend- 
bar und sie führt zu: 

c r ds g Y <fa 

(13) y = Gy,-hG'y, = Oyie ' ^^^ -{-G']/ve ' ^1^, 

indem sich C aus der Differentialgleichung 

(14) ^(2t?v"--t?'0H-^'t?i?' = 4tBv' — C^ 

ergiebt. 

Man erhält nämlich, wenn unter Sj eine einfache Wurzel der 
Gleichung 

(15) v(s):=ajlf(s--s,) = 



T = l 
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verstanden wird, 

(16a) 0=±.'WV3ÖÖ, 

oder aach, da A nnd il' för s = verschwinden, 

C16b) C=±Xav(o) = ±(—\yXaan. 

Wir möflseo also das Integral 1 — ■=- eirnittelo. 
•' vyA 

Nan ist 

■' o.<i7(»-«,)V' — « • 
(17) J = ±ia(-^$=. ±Tyi!=i^/j — ,^^=^ 

l_ 2Aay»' — e's , . '=" ry«' — «*a — ysj — e*»j — (« — »i)!. 

e'» 1=1 1-Vs'— e'H-V«!— eV— (s— 8i>' 

Folglich leitet man für die beiden Particularlösungen die Aosdräcke ab: 



(18) 






V 1=1 Lyg' — e'j — y,; — e'j^ — (g — «,jj 



Für beide Int^ale ist demnach die Stelle « = eine Stelle der Un- 
bestimmtheit, wie man an dem Expooentialfactor sofort erkennt. 

Sollte jedoch der Fall eintreten, dass die ganze Function v 
Doppelwnrzeln besitzt, oder dass sie f ür » = bez. s = «' ver- 
schwindet, so werden die Integrale dai^st«llt durch: 



(19) 



=v;, 



-r-B. 



vVA 



§3. 



Die Integrale sollen jetzt in den beiden einfachsten Fällen » = 
und n = 1 wirklich hingeschrieben werden. 



n = (v = 1). 



d 
du 
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8 



Sin 6tt 



.., d^y 






4«'(8-«'j4f +2«'(4»-3e')-^-A»a'y == 0. 



ds 









= yä,e 






tjj = yaQ€Sin"^(6M)«^ 

Aa , . 

t?j = ya^e Sin *(€w;^ * 



n = 1 (v = 2). 
Aus 



folgt: 



(^'-|e')(^"-^)-~4AV = 



Iu' = ^€'±y€*+4AV. 



Daher 



f €' y€M-4AV\ . . 



Weiter ist 



oder 






und 



Demnach erhält man: 



5j_c\=AV. 
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§4. 



(20) 



Der specielle Fall der Laplace'schen Functionen. 

Setzen wir in [1] A = 0, so gelangt man, wie schon erwähnt, 
zur Laplace'schen Function; die Determinante (10) liefert den oberen 
Index derselben. In der Tbat reducirt sich (10) auf: 

= [|»'_,'(»-H)10.'-e'(n-i)"][^'-,>-CT . . . 

•■■["■- 1 ••]["■- t]- 

Schreiben wir nun 

(21) ^»_J^ = ;,(;,4.1),>, 

so folgt 
(22) = €2(«+0/7(x(xH-l)— w(n+l)), i. = o,i,2,...(k-i), 

welche Gleichung für n = x erfüllt wird. Setzt man noch « = 1, 
so erkennt man, mit Rücksicht auf die Gleichungen (10) und (11) 
des zweiten Abschnitts, dass man für die beiden zugeordneten 
Kugelfunctionen die Ausdrücke erhalten hat: 

^ =» r l/s'— «'ä— ysf^^v— («— 1* 



(23) 



T=i Lys'— €*«— y8j— c'«T — (« — St)J 



wo wegen Gleichung (7) für einen bestimmten Werth von v der 
obere Index n alle ganzen positiven Zahlen von bis (r — 1) an- 
nehmen darf, was man kurz durch v> n bezeichnet^). Dadurch 
haben die Deductionen im § 8 des dritten Theiles meiner Dissertation 
den dort fehlenden Abschluss erhalten. 



§5. 

Die hyper-Bessel'sche Transcendente. 

Für die hyper-BessePsche Transcendente ist in den allgemeinen 
Entwickelungen überall 6 = zu setzen. Alsdann lautet insbesondere 



Man Tergl. Hermite, Sur rintegration de requation differentielle de 
Lame. Lettre a M.Heine. Crelle's Journal, Bd. 89. 
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die Determinante (10): 



(10a) = 



(n-H)/»', l(2»H-l)n, 0, 0, 

A*a'», (n— i)i«', 2.2n(n— 1), 0, 

0, A'a'(n— 1), (n—i)(i*, 3(2n— l)(n— 2), . . . 
0, 0, Pa'(n— 2), (n—^)fx\ 



und zwar ist für: 



(IIa) J 



n 
n 
n 
n 
n 
n 



0(v 
l(v 
2(r 
3(v 
4(1- 
5(r 



1) 
2) 

3) 
4) 
5) 
6) 



i»' = 0, 

ju*— 4A»a' = 0, 

ju'(jw^— 16A'a') = 0, 

(j«*-4A'a')(jtt*— 36>l'a') = 0, 

|w'C«*— 16;i'a')(jtt*— 64A'a') = 0, 

(^«_4A'o')0ii*— 36;i'a')(|M'— lOOA'a') 



= 0, 



Unterscheidet man zwischen geraden und ungeraden Werthen von n, 
so ist das Gesetz, nach welchem diese und die ferneren Gleichungen 
gebildet sind, sofort klar. 

Zur Aufstellung der Integrale ermittele man: 



C 



■i 



ds 



n 



T = l 

Mit Rücksicht auf die Werthe von C in den beiden Gleichungen (16) 
erhält man: 



'i 



da 



«0«' n (S — Sr) 

T = l 



' Xa — ^^ logsitlogi?, 



s 



a« 



oder wegen der letzten Gleichung des Systems (9): 

«0« n (*— «t) 



T=l 



Folglich ist: 
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(18a) 






Diese Lösung stellt in Wirklichkeit vier verschiedene Integrale dar. 
Um über die Zusammengehörigkeit derselben zu entscheiden, setze 
man y^ in die Differentialgleichung 

48*^+8«»-^ — {n(n+2)«'— iu'«+;i'a'|y = 

ein. Man gelangt dann zuerst zu der folgenden Gleichung: 

4.. $+(8.±4^^^ .) ^+ [jfe ^^ -«CH « = »^ 
dieser muss nun durch eine ganze Function 

genügt werden. Die Bedingung dafür spricht sich in der Glei- 
chung aus: 

hÄ-(2p+l)P = (n+l)', d.h. 
(24) 2p = ±J^-liF(n+l) 



muss eine positive, ganze Zahl sein. Zugleich muss aber -^ — aus 

einer der Gleichungen (IIa) entnommen sein. Man findet nun 
leicht, dass von den vier in (24) enthaltenen Bedingungsgleichun- 
gen nur zwei zu einem System geschlossener Integrale führen, 
während die zwei anderen den Fall betreffen, wo nur eines der 
Integrale das Product einer algebraischen Function in die in (18a) 
gegebenen Potenzen von s und von e ist. Die brauchbaren Werthe 
von 2p sind 

2p= -^-H-(n+l), bez. 
Mit Rücksicht auf (IIa) entwerfe man folgende zwei Tabellen: 






i xjjj 
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'^P = ^-^^(-+^) 



(25) 



p 


V n-f-1 


2Aa 





1 








2 


1 


1 


2 
3 


1 





2 


•1 


3 

• 





2 


3 


2 





4 


3 


•1 


4 


1 


•2 


4 


1 


3 


4 


3 





5 


—4 


•1 


5 


2 


*2 


5 





*3 


5 


2 


4 


5 


4 



2p-- 


2Aa 


-l+(n+l) 


P 


r — n+1 


1«' 
2Aa. 





1 





1 


2 




1 





2 




+1 


2 


3 




2 


*1 


3 










3 




2 


3 


4 




3 


*2 


4 




1 


*1 


4 




1 





4 




3 


4 


O 




4 


*3 


5 




2 


•2 


5 







*1 


5 




2 





5 




4 



Wir erkennen aus denselben: Für die nicht mit einem Stern 
versehenen Zeilen sind die in (18 a) gegebenen Integrale i/i ^^^ y^ 
die gesuchte Lösung, und zwar entpricht einem NuUwerthe von p in 
der einen Tabelle der gegenüberstehende Werth von p in der anderen 
Tabelle, der eben so gross ist, als der gerade vorliegende Werth* von 
n. Anders ist es für die mit einem Stern versehenen Zeilen. Zwar 
correspondiren auch hier gegenüberstehende Zeilen der beiden Tabellen, 

doch muss für die dort angegebenen Werthe von J^ und v das 

Integral y^ aus (18 ä) in zwei verschiedene Lösungen zerlegt werden. 



und 



nämlich in 




(26) 


1 (2/1)1 —^1« '^"^ ' ' 

1(2/1)11 —v.s^^'^e^ *, 


aber so, dass 


• 




Vj i?j — V 


ist. 




Haentzschel, 


Rednction der Potentialgleichung. 



11 
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Es ist also das Product v zweier Particularlösungen gleichsam in 
zwei Theile zerrissen worden, während Herr Hermite bekanntlich 
V in yiyv zerlegt. Nehmen wir nun diejenigen Zeilen heraus, wo 

TT. — = ist, so ist für dieselben v in zwei gleiche Theile zer- 

rissen; es kann dies nur stattfinden, wenn n eine gerade Zahl ist. 
Zugleich folgt dann aus dem Gleichungssystem (9), dass die Coeffi- 
cienten a< mit ungeraden Indices verschwinden, dass also v nach 
geraden Potenzen fortschreitet. Wir werden im nächsten Paragraphen 

sehen, dass der Fall Jt = noch einer anderen Behandlung fähig 

ist, welche zu demselben Resultat führt und die directe Anwendung 
der Ilermite'schen Integrationsmethode gestattet; ja wir werden 
zeigen, dass das Zerfällen von v nur auf eine einzige Art geschehen 
darf. Für die übrig bleibenden, mit einem Stern versehenen, Zeilen 
jedoch — und diese bilden bei dem weiteren Ausbau der Tabellen 
gerade die Mehrzahl — liegt eine Art der Zerlegung von v vor, die 
sich meines Wissens bisher noch nicht dargeboten hat. 

Als Beispiel und Beweis für die Richtigkeit unserer Deduction 
wählen wir den letzten der in der Tabelle angegebenen Fälle, also 

v = 5, -öy~ = 2, p = 3 bez. 1. Wir setzen also an: 

. Xa 

und v^v^ = t? = s* — ß^s'+ags' — a^s-^-a^. 

Berechnet man die Coefßcienten ap aus dem System (9), so 
findet man 

oder 



Xa , . A'a' , 
2 * + 16 * 


48 ^ . 96 


»_l_il««'-4-4.1»«»* 


-4_JU;»/»'^I.« 



Daher 



_ , Aa 

y^={s^-^iXas^+\X'a's^i^X^ay-'U ^ 



( Xa\ \ 



Xa 
s 



d k 
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und beide Functionen genügen in der That der Differentialgleichung: 

speciell ist v^ ein Integral der Gleichung: 

und i?3 ein solches der Gleichung: 

Kommen wir schliesslich auf die noch nicht benutzten Werthe 
von 2p aus Gleichung (24) zurück, so sind dieselben 

Sie besagen, dass in dem einen oder anderen Falle von den beiden 
Integralen der hyper-Bessel'schen Transcendente das eine das Pro- 
duct einer Exponentialfunction in eine von selbst abbrechende Reihe 
ist. Hierauf hat schon Herr Karl Baer auf S. 19 — 20 seiner früher 
citirten Abhandlung aufmerksam gemacht^). 

§6. 
Der specielle Fall der Bessel'schen Transcendente. 

Erinnern wir uns der Erörterungen im § 4 des zweiten Abschnitts, 
so gelangt man zu Fourier-Bessel'schen Functionen, wenn man 
ausser 6 = noch Xa = setzt. Daneben ergiebt aber die Deter- 
minante (10 a), dass dann gleichzeitig fi = ist. Aus dem System (9) 
folgt, dass V sich zusammenzieht zu 

V = 8*». 

Also ist die Hermite'sche Integrationsmethode nicht anwendbar und 



^) Zur Vergleichnng der gegebenen Resultate mit denen des Herrn Baer 



sei benferkt, dass derselbe i/=:n-f-l mit m; -^^ — mit n; — — mit r bezeichnet. 

2la 2s 



i* .. Act 

ml 

11* 



1 



:lli 
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es ist: 



(19a) 



2/1 = V" = 



8 






' .-^-. 



Wird statt s die Variabele ~j eingeführt, so ist 



2/,=«*"*, % = — — ^"'^^ 



also 



Vi 
u 




SPi 


=s 


w 


'V 




u 




% 





— 


1 

V 


«'; 



endlich v = ^yü := «♦(aw^+jJ«"") in Uebereinstimmang mit S. 44 
meiner Dissertation. 

Wir gelangen aber zweitens zu Bessel'schen Functionen, wenn 
wir e = und jtt = setzen. Für diesen Fall leitet man aus (10a) 
die Nebenbedingung ab: 

= A*a»n.A'a»(n— 2).AV(n— 4) . . . 

. . . l(2n+l)n.3(2n— l)(n— 2).5(2w— 3)(»— 4) . . .. 



[10a] [ 



Unterscheiden wir nun zwei Fälle. Erstens n ist eine ungerade Zahl, 
also w = 2rH-l; dann ist v = 2r+2 eine gerade Zahl. Der Glei- 
chung [10a] kann jetzt nicht anders genügt werden, als wenn man 
Xa = setzt. Wir erhalten daher den soeben besprochenen Fall 
noch einmal mit den in (19a) niedergeschriebenen Integralen. 

Interessanter ist aber die andere Annahme, dass n eine gerade 
Zahl, also n = 2r, ist. Dann ist v = w+1 = 2r-f-l eine ungerade 
Zahl. Die Gleichung [10a] wird jetzt von selbst erfüllt, welchen 
Werth auch Xa hat. Aus Abschnitt II, §4 ersehen wir, dass 

(28) y = u9 = u[GJ,j+^(^u'')-hG'K^^u*)^ 

oder in Heine 'scher Bezeichnung 
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ist. Die Function y ist also wesentlich zusammengesetzt aus jener 
Besserschen Transcendente, deren Index die Hälfte einer ungeraden 
Zahl ist. Wir erhielten direkt eine Darstellung dieser Function in 
(26), worauf soeben in § 5 aufmerksam gemacht worden war. Diese 
Function ist vielfach behandelt worden. Zuerst hat wohl Poisson 
in seiner Theorie mathematique de la chaleur, Paris 1835, S. 161 
Nr. 82 eine Reihenentwickelung derselben gegeben. Herr Kummer*) 
weist ein Jahr später auf den Zusammenhang der Function mit der 
hypergeometrischen Reihe hin. Serret') stellt sie als vielfachen 
Differentialquotienten einer gewissen Function dar. Heine kommt 
mehrfach in seinem Handbuch (Bd. I, S. 82, 239, 344; Bd. H, S. 213, 
324) auf dieselbe zurück; doch bezeichnet er sie im zweiten Bande 
aus Versehen als Cylinderfunction dritter Ordnung, während sie doch 
eine solche der zweiten Ordnung ist. Im Anschluss an Heine widmet 
ihr Herr Otto Baer') eine genauere Untersuchung; auch Herr Lommel 
behandelt sie in seiner „Theorie der Bessel'schen Functionen". Be- 
sonders hervorzuheben ist aber, dass die genannte Function ein func- 
tionentheoretischer Grenzfall der Lame-Hermite'schen Gleichung 
vom I. Typus ist. Geht man also aus von 

und setzt die Invarianten g^ und g^ der j?-Function gleich Null, so 
ergiebt sich: 

Die Substitution 

lässt erkennen, dass z der Differentialgleichung genügt: 



*) Kummer, üeber die hypergeometrische Reihe. Cr eile's Journal, Bd. 15. 

*) Serret, Memoire sur Tintegration d'une equation differentielle ä l'aide 
des differentielles ä indices quelconques. Journal de Liouville, Tome 9, p. 193. 
1844; man vergl. auch Nicolas, Etüde des Functions de Fourier. Annales 
de l'Ecole Normale Superieure. II. Serie. Tome 11, 1882. 

3) 0. ßaer, üeber die Bewegung der Wärme in einer homogenen Kugel. 
Wissenschaftliche Beilage zum Programm des College royal fran^ais. Berlin, 
1878. 



und mit der Function [v]^=o aus Abschnitt II, Gleichung (22a), ab- 
gesehen von der Bezeichnung der Parameter, identisch ist. 

Macht man in (29) — ,-,- = s' aur unabhängigen Variablen, so ist 

Das Product der beiden Particularlöaungen y, und y,, also 

V = 5P, y„ 
genügt daher der Differentialgleichung: 

welche durch die ganze Function: 

V = s'^— a',«'-->+a; A-2 |_(_l)P„;s'^-P...+(_l)ra; 

befriedigt wird. Die Coefßcienten der lotateren sind durch die Glei- 
chung verbunden: 

j>C2r-p + l)C2-/--2p+l)a;+2A'Cr-p + l)«;_, = 0. 

p = i,2, ... r. 

Demnach ist nach Herrn Hermite unter den bekannten Voraus- 
setzungen: 

y, = y^ J-^"^^, 

Weiter ist: 

oder 

C=±hi(-iyai.. 
Daraus ergiebt sich nun: 

"■ = ^Ki^Z^J'^ = ;fl(l/?+V.-;),t. 

Will man diese Lösung mit (26) in Einklang bringen, so bedenke 
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man, dass s' = s', s^ = 8|, hi = —^ ist. Alsdann folgt: 

%=n(s—8j)e 2*, 

T = l 

^3 = 77 (s+St)^^*, 

T=l 

also genau die in (26) gegebenen Integrale für fx^ = 0, und zugleich 
ist gezeigt worden, dass die Trennung von v in zwei dem Grade nach 
gleiche Hälften nur auf eine Weise geschehen darf, nämlich — die 
Realität der Wurzeln von v = für den Augenblick vorausgesetzt — 
so, dass auf der einen Seite sich nur die positiven, auf der anderen 
nur die negativen Wurzeln befinden. 



B. Entwickelung der He ine 'sehen Function in Reihen. 

§7. 
Legen wir die Dififerentialgleichung zu Grunde: 

SO erkennen wir, dass der Grad der Vielfachheit der singulären Stelle 
5 = 0, für deren Umgebung wir die Function y entwickeln wollen, 
die Ordnung der Differentialgleichung übersteigt, und dass ausserdem 
sich für dieselbe eine determinirende Fundamentalgleichung nicht 
bilden lässt. Diese beiden Merkmale lassen den Punkt s = als 
eine Stelle der Unbestimmtheit im Giltigkeitsbereich des Integrals 
erscheinen. Wir wollen uns vornehmen das erste Merkmal fortzu- 
schaffen. Dazu ist von y der determinirende Factor abzusondern, 
der sich uns bereits in (18) von selbst dargeboten hat; es ist die 
Exponentialfunction 

(30) • f=e '' * . 

Wenn man nun 

(31) i/=M 

setzt, so genügt J einer gewissen Differentialgleichung, in welcher 
der Coefficient von —pr ^^^ proportional mit s^ ist. Aber in der 
gedachten Differentialgleichung ist wegen der Natur des Exponenten 
von / der Coefficient von -r- irrational, deshalb ist / vorher so zu 
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iDäformiren, daas diese IiratioDalität verschwiDdet. ' Dazu bat uns 
H im § 3 für n = behandelte Beispiel bereits einen Wink ge- 
ben, denn es ist wegen der Bedeutung von s 

Lram führen wir am einfachsten die neue Veränderliche 

32) , _ ' ^1 = JL, 

' cosew Q l/s'— e'a ' 



die Differentialgleichung (15) des II. Abschnittes, also in 



1 und erhalten: 



-^(l-ffOJy-O 



+{(^-|)":«-.)-«y-^«-i)i.=o. 



m war 

her genagt t/ der Differentialgleichnng: 



33) 



•';(<';-ir-S-+2»;(»;-i)-- 



(^-i>:«-i)-(.--i).;-i:°lw-i)-},=o. 



34) j, = £. 

id dies ei^ebt: 



35) 
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Damit ist für die Stelle i?j = 0, die dem Punkte s = ent- 
spricht, jenes erste Merkmal für eine Stelle der Unbestimmtheit 
verschwunden, aber das zweite ist geblieben; für unsere Differential- 
gleichung lässt sich eine determinirende Fundamentalgleichung nicht 
bilden. Wir wissen daher nicht, zu welchem Exponenten das erste 
particuläre Integral f^ gehört. Wir werden, wie im fünften Theile, fj 

zum Exponenten Null gehörig betrachten — der Factor iv^zp — j-l 

macht dies sogar notwendig — und für diese Function die Entwickel- 

barkeit in die Potenzreihe t, = ^ ßpVP annehmen. 

Um aber genau in Uebereinstimmung mit den Resultaten des 



Abschnittes (A) zu bleiben, sondern wir von f den Factor (v] — 1) 
ab, setzen also in (35) ein: 



n 



(36) s = y^(v]-l) 

wodurch 



n 



_ n Aa 1 



(34a) y = tfj(vl—l) ^ e *' ^' 

und die adjungirte Function 



(n+l) .Xal_ 



(37) 9 = yjsv^(yl — 1) 2 ^ 

werden, führen ausserdem der Abkürzung wegen 



(38) k=4—i = «(*-Hl) 



3 



ein und erkennen, dass tp der Differentialgleichung genügt: 

-h{w(»— l)i?t±2w^t?J+(A-7i(w~l))t?J=F2w4^^ 1— 4 V' = 0. 

Indem wir nun für das erste particuläre Integral die Reihe 
(40) yj^ = b^+b^v^-^-by^-] [-bpvP+"' 

in (39) einführen und den Coefficienten von vf gleich Null setzen, 
erhalten wir die Recursionsformel: 
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(41) 



91n 

6^4 l(p-4)(p-3)+n(n+7-2p)j± — ,- b^z(n-p+Z) 

— 6p_3{2(p— 2)(p— l)+«(«+3-2p)— Ä}±-"*p_,(2p-2-«) 

92/r 



Aus derselben folgt: 



(42) 



6i=T 



kt^ 



*o» 



L = 



2la 



*0J 



^ = =F 



2!(2A«)2 
)t(^•-2)(A;-6)*6-4A2«^€2[;t(3n-2)-2n(n + 2)] 



'o> 



6^ = 



3l(2;ia)3 

Jk(^-2)(fc-6XJk-12)g8-8A2tt2f^^[(3n-4)ifc-4na-14n-|-12]+48;i'>«^n[Agtta(n-2)-2fV2)] 

4!(2X«)* 



Daraus gehen durch Trennen der oberen von den unteren Vorzeichen 
die folgenden beiden ersten particulären Integrale hervor: 

l 1! \2}ia)'^ 2! Ua«;"^""]' 



(43) 



Aa 1 






r+Trv^Äirj+ 2] l2Äirj+-r 

Zugleich erkennen wir aus (42), dass der Zähler von 
i, für n = lautet : j« j- , 



5, „ ra 



= 1 „ : (/t'_|«')(^„»-:^]_4AV, 

— 16A'a'(|«'— ^«M, 
— Sr«' [i«'— ^^ (5(1»'— ^)— 66c') — 1440A'a'««+144A*a*, 
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so dass wir also genau auf die linken Seiten der Glei- 
chungen (11) gekommen sind. 

Zur Entwickelung der zugehörigen zweiten particulären Integrale 
erinnern wir an die Formel 



v^. = cy^J 






welche hier ergiebt: 



na 1 



e * «^ 






Wird für — -^ die obige Potenzreihe eingeführt und (vi — 1)** ent- 

T 1 

wickelt, so kann man die einzelnen Theilintegrale sämmtlich auf den 
Integrallogarithmus reduciren und man erhält: 

) 

J v^ 

wo B eine Constante ist, welche sich als eine nach Potenzen von 

— 2~ ) ansteigende Reihe darstellt. (Man vergl. die entsprechenden 



(44) 






2Xa 



aXa 1 



(- 



Entwickelungen von Theil 5.) Demnach ist ip^ von der Form 

2Aa 1 y 2Xa 1 



dv. 



(45) yj,=e^~^'^^(l,-i-l,v,-i-l,vl-{ \-lpVP-h-')+Bip,\e- '' " 

und es verbleibt die Bestimmung der Coefficienten ?„ l^...lp.... 
Dazu führe man xp, in die Differentialgleichung (39) ein, so gelangt 
man zu der folgenden Gleichung: 

{«(«— l)ijJ=p2»^Dj+(/fc— w(w-l))oJ±2w^v,— ä}x 
(46)J +2W-l){a-«)«!±^^?-^.T^}x 



vl(vl-iy[2.1l,+3.2l,v,+...+p(p-l)lpvr'-i—-] 
-B(vl-l)[b,-hU,v,+i^b,+(2n-l)b„)vl 

(76,+(2w— 3)*,)t)J+"-|-((2p+l)5p4-(2n— 2p4-3)*p-3)»f-|, 
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wo die Coefficienten 6,, ij, i,... aus (42) zu entnehmen sind. Indem 
man den Coefficienten von 'üp der Null gleich setzt, erhält man 
zwischen je sechs der Coefficienten Ip die folgende Relation: 



(47) 



^^^ (p+1) W+(P(P+1)-*)^P=F -^ (2p_2-n)^_i 



c " ' ' " ' ■ s 

— \(n-p+2Xn-p+l)—k+(j)—2Xp—l)] Ip -3 

C 

+B[(2p+l)b„+2(n—2p+S)bp^i—(2n—2p+1)bp^i] = 0. 



Im besonderen ergiebt sich: 



(48) 



/i=-h 



A;«2/o— B60«' 



l2 = 



— 1!(2A«) 



/. = + 



2!(2A«)a ' 

3l(2Xa)3 



indem die ersten aus (47) fliessenden Gleichungen lauten: 



(49) 



Ä.36, 
B[5M-2(n-l)6J 









_i_2Aa „. 



-(*-6Xi 






3Aa 



-[(n-l)(n-2)-(t-2)]f, ±-^(n-4)<3 



-(t~l2)f, 



_x_2Aa , 



5[964+3(n-5)6,-(2«-l)6„] =F?^(n-l);i 



fi[ll&s-|-2(n-7)63-(2«-3)6,]-|-(n-l)(ii-2)<, 



-[(n-2)(n-3)-(Jfc-6)>,±^(n-6)/, 
-(*-20)/4 ±^-5*5 



2Aa , «^ 



±^(«-8)^4 -(t-30)f, ±?^.6/^ = 



2Aa 
-[(n-3)(H-4)-(Jfc-12)]i 



Wir haben also in derselben Weise zu verfahren wie im fünften Theile 
auf S. 105. Berechnet man speciell -B.Jq, so stellt sich der Zähler 
dieser Grösse in Form einer Determinante dar, welche heisst: 
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L 



2Aa 



«(n-l)-Jk 

. na 



-(t-2) 
, 2Aa . -. 



ff' 



« -[(«~1)(«-2)-(ä:-2)] 



(n-1) 











(n-l)(n-2) 






(50) J = 








-(Jk-6) 

=*= TT (*»-*) 

-[(n-2)(n-3)-(t-6)] 

2Aa , „^ 
T^(n-2) 











2Aa 



• 3 



ff« 

-(*-12) 
. 2Aa 


















ff» 



(n-6) 



-(*— 20) . . 



2Aa 



.[(„_3)(„_-4)_(*-i2)] ±-^(n-8) . . 



oder nach einigen leichten Umformungen 



(51) -J = h 



-k 



^2Ao 



-«(n-1) 








_^2Aa 

-(*-2) 
. 2Aa 







=fc?^.2 



-(*-6) 
2Aa 



-(n-l)(n-2) ± — - (n-2) 








-(«-2)(«-3) 








. 2Aa 
"^•^ 

-(Ä;-12) 

, 2Aa, .. 
=*=^(«-3) 








2Aa 



4 . 



ff» 
-(ife-20) . 



• • • • 



Es ist also nach dem Determinantensatz von Laplace für 



« = 0, J = \ke^J„ 



L 



(52) 



n = 1, — J = -^ (K^— 2)c*— 4A'a'w)4, 



» = 2, 



J = \ {*(*— 2X*-6)e«— 4A'a'c'[Ä<3n— 2)— 2n(n+2)]!4, 



wo ^1, Jj, J„ ... die den voranstehenden Factoren correspondi- 
renden ünterdeterminanten sind. Hingegen ist der Nenner von B\ 
diejenige Determinante D, die aus (50) hervorgeht, wenn dort die 
Elemente der ersten Colonne durch die Coefficienten von B\ im 
Gleichungssystem (49) ersetzt werden. Daher ist wie auf S. 106 im 
fünften Theü ' 
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(53) Bb, = ^, oder ^J+Bb,D = 0. 

Wieder liesse sich zeigen, dass durch Spalten der in den Elementen 
von J und D vorkommenden doppelten Vorzeichen zwei Werthe von 
jB, nämlich B und ß*, sich ergeben, die sich nur durch das Vor- 
zeichen selbst von einander unterscheiden; wir kommen gleich darauf 
zurück, stellen vorher aber die zweiten particulären Integrale unserer 
beiden gesuchten Fundamentalsysteme auf. Mit Rücksicht auf (45) 
und (34a) ergiebt sich: 



(54) 



2! \2Xa 



+B.y,je ^'-^ 



n Xa 1 



[k(k-2-)E'—X'a'n]l„+2B*b,e*(k+l) ( v, V \ 

2! \2Xa) +■■ J 

Damit haben wir für die He ine 'sehe Function, definirt durch die 
Differentialgleichung (33) zwei von einander verschiedene Fundamental- 
systeme von Integralen in der Umgebung der Stelle der Unbe- 
stimmtheit Vj=0 bez. s = abgeleitet. Es sind irreguläre 
Integrale, die zur Klasse der Thome 'sehen Normalintegrale gehören; 
aber die in ihnen vorkommenden Reihen sind divergent, wie der 
Integrallogarithmus sofort anzeigt. Die Beziehung der beiden Systeme 
gegen einander zu ermitteln, gelang noch nicht; sie scheinen von 
einander unabhängig zu sein; sie haben nur eine formelle Bedeutung, 
denn keines von beiden ist im Stande, die Heine'sche Function 
in der Umgebung von s = darzustellen. Eine Bedeutung erhalten 
(43) und (54) erst, wenn das logarithmische Glied aus y^ und y* ver- 
schwindet. Dies geschieht, wenn 

(55) B = bez. ß* = 
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ist. Dann ist 

(56) yi=2/a und y,=y\, 

die beiden Systeme gehen also in einander über. Die Bedingung 
B = zieht nach (53) die andere 

(57) ä = 

nach sich. Aber aus (52) müssen wir schliessen: Ist n = 0(v = 1) 

und J = 0, so ist entweder e^k=^ fi^ -^ = oder J, = 0. Die 

erste Bedingungsgleichung ist in (11) zuerst aufgetreten; sie betrifift- 
den Fall, dass die Heine 'sehe Function für w = ein geschlossenes 
Normalintegräl ist, was wir im § 2 und § 3 behandelt haben. Es 
liegt nach der Klassification auf S. 117 eine besondere Art des 
Bruns'schen Falles vor. Die zweite Bedingungsgleichung J^ = 
ist transcendenter Natur, da jene Determinante (51) unter Ab- 
scheidung der ersten Zeile und Colonne bis ins Unendliche fortzusetzen 
und alsdann w = zu setzen ist. Es liegt der eigentliche Bruns- 
sche Fall vor, so dass beide Fälle hier nebeneinander für n = 
bestehen. In derselben Weise haben wir für n= l(v = 2), für 
n = 2(y = S) zu deduciren. In dem einen Falle kommen wir auf 
das System (11) von algebraischen Bedingungsgleichungen und zu 
geschlossenen Normalintegralen (18), — also der besondere Bruns- 
sche Fall — in dem anderen kommen wir zu transcendenten 
Bedingungsgleichungen, damit das logarithmische Glied in (54) ver- 
schwindet — es ist der eigentliche Bruns'sche Fall. Als 
Potenzreihen von v^ brechen die Reihen (43) in keinem 
der verschiedenen Fälle ab; nur in dem besonderen Bruns- 

schen Falle ist das Product ^/j.i/j eine ganze Function und zwar 
von s. 

Da wegen Gleichung (7) v ='n-hl ist, so ist im Falle v = 
für n die Zahl (—1) zu setzen. Soll nun aus (54) für v^^O das 
logarithmische Glied verschwinden, so muss in der vollen Determinante 
J gesetzt werden n = — 1 , und alsdann muss sie selbst gleich Null 
sein; dies führt, da die Determinante unendlich viele Zeilen und 
Colonnen hat, zu einer transcendenten Bedingungsgleichung; daher 
das Resultat: Für v =>0(n = — 1) bedeutet das Verschwinden von 
B das Eintreten des eigentlichen Bruns'schen Falles, der 
hier der einzig mögliche ist. Die „Heine'sche Function für r = 0" 
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entspricht also der Function des elliptischen Cylinders, wo wir dasselbe 
oben nachgewiesen haben. 

§8. 

Die soeben gegebenen Entwickelungen müssen nun noch dahin 
vervollständigt werden, dass wir y auch nach Potenzen von 

(58) v = y8 = -. 



sin(6w) 

aufsteigen lassen. Dazu werde v als neue Variable in (1) eingeführt, 
so ergiebt sich: 

(59)r*(t,'-e')g-K'(3»'-2e')J-{(i''-l)«*-(l«'-^')t>'+ra»}y=0. 

Durch die im fünften Theile gegebene Methode ermittelt man, dass 

Xai 1 

(60) y = e ~^'^xp 

zu setzen ist, wo tp der Differentialgleichung genfigt: 



(61) 



dv 



- {(.'_i).'± ^ .- (^.- ^ - i!?l)} V. = 0. 



1 
Wir trennen noch von \p den Factor —^ ab und substituireo : 



l/ü'— €' 



% 



(62) t// = -^ 

so ist % ein Integral der Differentialgleichung: 



(63) 



•{(i''-i)«*+(^-/^'-|-«v)r'-e'(^-|ri'+?^)}z=0. 



welche gewissermassen der Gleichung (35) entspricht/) 



Für V = \ geht diese Gleichung über in die Gleichung (33) meiner Ab- 
handlung über die Function des elliptischen Cylinders von Ostern 1889. 
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Wir können derselben durch die Potenzreihe genögeti: 

(64) Xi = «o+^i^+^a^'^ hapvP-\ — , 

deren Coefficienten durch die Relation zusammenhängen: 

[(p-3)(p-4)-(i''-i)]a,_.rF2^Cp-3)a,-, 



(65) 



- [2c'(p-l)(p-2)+^ _^»_^_e»v>] a^, 

qz2Aa*V(p+l)ap+i = 0, 



aus welcher «man im besonderen ableitet^ wenn 

(66) ^ = ^1? f"' 

gesetzt wird, 

. m 

m(m+2s') 

^'- ~ 2!(2Aai€)' "•' 



wi(«»4-2c')(m+6«')— 8raM«H-cV+-^j 
'*' ^ ^~ 3!(2Aa«€)» *'•' 



Durch Trennen der unteren und oberen Vorzeichen ergiebt sich daher: 

Xai 1 



(67) 



y, =-^ 



(68) 



m ( " \ w»(«»-+-2e') f " y 
■^T]V2läi£/'^ 2! V2Ääie; 

{«»(»H-2e')(«H-6e')— 8A'a'(«H-e'v'+J)}, ^ ^3 
"* 3! V2Ääi6j "^' 

»w / » \ j»(«>+2c') / * Y 
Ü \2iMk) "* 2J \ 2lä^; 





Xai 1 


7/ n' ^ 


f » 


Vi "0 4 





y»'— €' 



{7w(«i+2e')(«H-6«')— 8A'aM7?H-eV'-+y)J . ^ . 

3! l2Ääicj 

Haentzschel, Reduction der Fotentialgleichung. 12 



'±...f. 



178 



Sechster Tbeil. 



Zur Ermittelung der zugehörigen zweiten particulären Integrale haben 
wir zu setzen: 

iXai 1 



X2 



fd 



dv e ^ ^ 



t\ 



Nun ist, wenn für %i die gegebene Potenzreihe eingesetzt wird, das 
eben niedergeschriebene lategral in der Form darstellbar: 



(69) 



J v^ 



dv e 



2Xai 1. 
e « 



t{ 



2Xai 1 / \ rrl 



tXai 1 

B V 



WO ß eine gewisse Constante bedeutet. 
Demnach ist: 



(70) 



X2 



e 



2Aa> 1 

€ V 






2kai 1 

e V 



welcher Ausdruck in (63) behufs Bestimmung .der Coefficienten V 
einzuführen ist. 

Geschieht dies, so gelangt man zu der Gleichung: 



(71) 



x(il-+-ilv+iy-^—-\-i;vp+—) 



+2 



(.±i|i)c. 



ey(ii-h%i'^v+3iy-\ — y-pi^vp 



f «»— 1 



•) 



-hB(v^—€y(af^+3a^V'hbay-{ h(2j5+l)apVP+.--)=0, 

in der die Coefficienten a^, a,, a^ . . , aus (64) zu entnehmen sind. 
Wird wie früher der Coefflcient von t?P gleich Null gesetzt, so erhält 
man zwischen je sechs der Coefficienten V die Beziehungsgleichung: 



(72) 



[(p__3)(p-4)-(i-'-i)]^;_; 

+ß[(2p— 7)ap_4— 2«'(2jj— 3)ap_24-e'(2p+l)<vl = 0, 
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aus welcher im besonderen folgt: 



(73) 






'i 



lI(2XaiO ' 



2l(2Aai«)^ ' 



3!(2X«i«)^ 



Deshalb ist 



(74) 



— e 



Xai 1 



y,= 



y^^^ 



\' 1! \2XaisJ 



2! \2laie}^"'i 



Xai 1 



H-^-r 



{, m / ü "\ 



^(^+26") / t> Y 1 r* 

2! \2Aaie;"'"'*jJ » 



du 



aAat 1 
» » 



(75) 



Aai 1 



y* ~ 'r-, -, r"* V. \2lüiü) 



TO(TOH-2e')/;— 2ß*c*(OT— 2e 



2! 



\2MeieJ J 



H-ß*^ 



Xa» 1 



""n^ l!V2AaJ 



2! V2Aa^>/^**U v 



2Aatl 



Damit sind auch hier wieder zwei Fundamentalsysteme von Integralen 
gefunden und wiederum sei auf den .besonderen Fall 



(76) 



5 = bez. 5* = 



aiifiuerksam gemacht, für welchen die beiden Systeme in ein einziges 
zosammenfallen. 
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Indem wir schliessen, hoffen wir die Untersuchung bald durch 
die Entwickelung der Heine' sehen Function in trigonometrische 
Reihen, die wir auf S. 149 nur andeuteten, vervollständigen zu 
können. 



Verbesserungen. 

S. 64, Zeile 11 von oben: es ist jedes Mal . . . 

S. 107, Zeile 5 von oben: und Bd. 68 mit Recht beruft, so darf das doch 
im allgemeinen für Stellen der Unbestimmtheit nicht geschoben, denn ... . 
S. 142 ersetze man die Gleichung (6) durch die Gleichung : 



/ 



■)( 



B 
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